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PRÉFACE 


Une condition sine qua non du progrès de la physique est que la 
mise en équation de cette science, i.e. l'élaboration et l'étude des 
modèles mathématiques de phénomènes physiques, s'effectue moyen- 
nant des concepts mathématiques de plus en plus abstraits. On 
se rappelle à ce propos ce que Dirac a dit en 1930 dans un article 
où il a prédit en théoricien l'existence d’antiparticules: 

« Il paraît que cette œuvre d'abstraction se poursuivra et que 
si elle veut aller de l'avant, la physique doit s'appuyer constam- 
ment sur les modifications et les généralisations des axiomes dans 
l'esprit mathématique plutôt que sur le développement logique 
d’une branche mathématique dans des limites fixes. » (Dirac [11]) 

Dirac a vu juste. Témoin l'histoire ultérieure de la physique 
théorique et surtout de la physique quantique (Bogolioubov a bien 
écrit en 1963: « On assiste à une mathématisation continue des 
grandes notions et méthodes de la théorie quantique des champs. »). 

La physique mathématique de nos jours emprunte abondamment 
aux mathématiques modernes, notamment à la théorie des distri- 
butions. 

Fin des années 1920, Dirac a introduit une fonction définie par 
les formules 


6(z)=0, r#0; À 5 (x) px) de = @ (0), pec, (e) 


qui porte depuis son nom (Dirac [3]). On a vite établi le non-sens 
de cette définition du point de vue mathématique. D'ailleurs, Dirac 
comprenait lui-même qu'il ne s'agissait pas là d’une fonction au 
sens classique du terme et que, chose remarquable, cet être mathé- 
matique agit comme un opérateur (ou plutôt comme une fonctionnelle) 
qui associe par (+) à toute fonction continue œ le nombre œ (0), 
sa valeur au point 0. Des années se sont écoulées avant que les efforts 
de nombreux savants (*) n'aient abouti à une définition mathéma- 
tique correcte de la fonction delta, de ses dérivées et, en général, 
d'une distribution. 

Les fondements de la théorie mathématique des distributions 
ont été posés dès 1936 par Sobolev (15; [1]) qui les a appliquées 
avec succès au problème de Cauchy pour les équations hyperboliques. 
En 1950-1951, Laurent Schwartz a fait paraître sa monographie con- 
nue où il a utilisé la théorie des espaces vectoriels topologiques loca- 
lement convexes (**). Sobolev et Schwartz ont été suivis de nom- 


(*) Voir les travaux précurseurs d'Hadamard [1] et de Bochner [1]. :: . 
(**) Voir Dicudonné et Schwartz [1]. RE 


A 
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breux autres mathématiciens qui ont développé la théorie des distri- 
butions selon les besoins de la physique mathématique et de la 
physique théorique, tout particulièrement de la théorie des équations 
différentielles et de la physique quantique. Les distributions consti- 
tuent aujourd'hui une branche scientifique évoluée, elles débouchent 
largement sur la physique et les mathématiques et attirent toujours 
plus les physiciens, les mathématiciens et les ingénieurs (*). Les 
distributions possèdent plusieurs propriétés remarquables qui éten- 
dent les possibilités de l’analyse classique : toute distribution admet 
des dérivées (au sens généralisé) de tout ordre, les séries convergentes 
de distributions sont indéfiniment dérivables terme à terme, toute 
distribution a sa transformée de Fourier, et ainsi de suite. Aussi le 
recours aux distributions élargit sensiblement la gamme des problé- 
mes étudiés et conduit de plus à des simplifications importantes 
par automatisation des opérations élémentaires. 

La présente monographie développe un cours fait à l’Institut 
des ingénieurs physiciens de Moscou et à l’Institut mathématique 
Stéklov. 

L'auteur tient à exprimer ses remerciements à tous ceux qui 
l'ont aidé par leurs suggestions constructives. Sa reconnaissance va 
surtout à ses disciples Ÿ. Drojinov, V. Jarinov et R. Galéev. 


V. Vladimirov 


(*) Voir Bogolioubov et Chirkov (5: [1]); Bogolioubov, Medvédev et 
Polivanov (4; [1]); Bogolioubov, Logounov et Todorov (3; [1]); Sobolev (15; 
{1, 2)); Vladimirov (6; {[1, 2]); Guelfand et Chilov [1]; Guelfand et Vilenki- 
ne [1]; Streater et Wightman [1]; Jost [1]; Bremermann [1]; Schwartz [1, 2]; 
Gärding [1]; Hôrmander [1]; Malgrange ([1]; Treves [1]; Garsoux [1]; Zema- 
nian {1]; Arsac [1]; Ehrenpreis {1]; Palamodov (13; [1]). Depuis plusieurs 
années on utilise volontiers les hyperfonctions au sens de Sato (Sato [1]), êtres 
mathématiques plus généraux que les distributions. 


NOTATIONS ET DÉFINITIONS 


$ 0.1. x, y, E, ..., x — (x, x, ..., x,), points de l’espace 
réel 7-dimensionnel R". z, Ë, ..., 2 = (2, 2, ..., 2») = x + iy, 
points de l’espace complexe n-dimensionnel €". x = Re z, partie 
réelle de z. y — Im z, partie imaginaire de z. z = zx — iy, complexe 
conjugué de z. R" et C”" sont munis de façon ordinaire de produits 
scalaires 


(x, E)= mit ... Hanbn (2, D = bit +. +2nên 
et de normes (longueurs) 
Izl= VG D =(i+ ... +2), 
Iz1= VU, = (a+. +[212) "7° 
$& 0.2. On note ©, (!, .. les ensembles ouverts de R'. 8O est 
la frontière de ©, i.e. 4© = © X ©. Nous dirons qu’un ensemble À 


est compact dans un ensemble ouvert © (ou strictement contenu dans O), 


et nous noterons À € ©, si À est borné et sa fermeture À est con- 
tenue dans ©. 

U (x; À), boule ouverte de rayon R et de centre z,; S (x0; À) = 
= OÙ (x; R), sphère de rayon R et de centre x,; Ur = U(0; R), 
Sr = S (0; R). 

À (4, PB), distance entre les ensembles À et B dans KR”, i.e. 


A(A, B)= inf |z—y|. 
xCA, yEB 


A, e-voisinage d'un ensemble À, 4° — À + U, (fig. 1, a). Si 
© est un ouvert, ©, désigne l’ensemble des points de © dont la 
distance à dO est supérieure à &e (fig. 1, b): 


O, = (z:z EO, A (x, 90) > el. 


On appelle fonction caractéristique d’un ensemble À la fonction 
64 (x) qui vaut 1 pour z € À et 0 quand x 6 À. La fonction caracté- 
ristique 640, +) (x) du demi-axe z2>0 est dite fonction unité de Hea- 
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viside (échelon unité) et est notée 0 (x) (fig. 2): 
8(z) =1, zx>0, 60(:) =0, r<0. 
On introduit la notation 6, (x) = 8 (x;) ... 8 (x,). 


a) b) 
Fig. 1 
Un ensemble À est convexe si, chaque fois qu’il contient deux 
points zx’ et x”, il contient également le segment tx’ + (1 — t) x”, 


O<t<1, qui les réunit. 
On désignera par ch À l’enveloppe convexe de À. 


8(T) 
Î 


0 LA 
Fig. 2 


$ 0.3. L'intégrale de Lebesgue d'une fonction f sur un ensemble 
ouvert © est désignée par 


fit, |f(@dr= | f(x) dr. 
O R" 
LP (O), 1 < p L ©, ensemble de toutes les fonctions (mesu- 
rables à valeurs complexes) f données sur © pour lesquelles est finie 
la norme 


[firmra]", 1<p<o, 


IF] = 
£°(©) vrai sup|fi(x)|, p=®; 
x€O 


HU Ugsggn LR) = €? 


NOTATIONS ET DÉFINITIONS 9 


Si fE £LP(O'), O' EE O quelconque, la fonction f est locale- 
ment de puissance pîme sommable dans © (localement sommable dans © 
_ p—=1). L'ensemble de ces fonctions se note Ze (O), 

Loc (R?) — Loc. 

Une fonction mesurable est dite à support borné dans © si elle 
s’annule presque partout en dehors d'un ©'Æ& ©. L'ensemble 
de toutes les fonctions de £P (©) à support borné dans © est désigné 
par £P (O). 

$ 0.4. Soit & — (ci, Ge, . . ., @) un multi-indice, i.e. ses com- 
posantes &, sont des entiers non négatifs. Introduisons les notations 


al=al al...a,!, 2= 2x sn, 


(a)=(8)(4)... ()=sre-m 
ER en. 


Soit D=(D;, D:, ...,D,), D,=— Fu , J= 1, 2, ..., n, auquel cas 
CUTE 
FAI 0x 0x ... ôron 


Œ = (QG, Goes -.., An) désignera quelquefois un multi-indice de 


composantes de signe quelconque : a; 20. 

S 0.5. Introduisons les notations suivantes: C* (©), ensemble 
de toutes les fonctions f (z) continues dans © ainsi que toutes leurs 
dérivées D°f(xz), |æ |Sk; C®°(O©), ensemble de toutes les fonc- 
tions indéfiniment dérivables dans ©; C* (©), ensemble des f (x) € 
€ C* (©) telles que toutes les dérivées D°f (x), | & | Lk, admettent 
un prolongement continu à ©; 

lens) = 120 
norme dans C* (©) pour 4 << 0 ; C (©) = C° (O0), C (©) = C (5). 

On appelle support d’une fonction f (x) continue dans ©, et 
on note supp f, la fermeture dans © des points en lesquels f (x) 0. 
Si supp f € ©, alors f est à support borné dans © (cf. $ 0.3). 

On introduit les notations suivantes: C# (©), ensemble des fonc- 
tions de classe C* (©) à support borné dans O; Co (O) = C (O0); 
C# (©), ensemble de toutes les fonctions de classe C* (©) qui s’annu- 
lent sur 6 ainsi que toutes leurs dérivées jusqu'à l’ordre # inclusi- 


vement; Co (©) = C2 (©); C*(RT) = C*; CA (R") = C*; C* (R") — 
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— Ch; Co, = C° (C* étant l’ensemble des fonctions de C* qui 
s’annulent à l'infini ainsi que toutes leurs dérivées jusqu’à l’ordre k 
inclus). 

$ 0.6. (a, b), forme bilinéaire (linéaire en a et en b); (a, b), 
forme sesquilinéaire (linéaire en a et anti-linéaire en b): 


(a, Ab, + ub,) = À (a, b,) + u (a, be); 


n/2 
On —= | ds = aire de la sphère unité dans R,:; A7, trans- 
Isl= 1 


posée d'une matrice À. 


La convergence uniforme d'une suite de fonctions {p, (x)} vers 
4 (r) sur un ensemble À sera désignée par l'écriture suivante: 


xCEA 
Pn (2) — (x), n—> © ,; 


xER x 
si A—=R", — fait place à =. 


Les paragraphes sont numérotés de façon continue. Le renvoi à un 
sous-paragraphe se fait en indiquant, avant son numéro, celui du 
paragraphe auquel il appartient. Les formules sont numérotées dans 
le cadre du sous-paragraphe où elles figurent et le numéro de la 
formule est précédé de celui du sous-paragraphe. S'agissant d’une 
formule d’un autre paragraphe on indique également le numéro 
de celui-ci. 


CHAPITRE PREMIER 


DISTRIBUTIONS ET LEURS PROPRIÉTÉS 


Dans ce chapitre l’auteur se propose d'exposer la théorie des 
distributions en vue de ses applications en physique théorique et en 
physique mathématique. 


$ 1. Fonctions d’essai et distributions 


1. Introduction. Une distribution généralise la notion classique 
de fonction. Elle permet une formulation mathématique correcte 
des concepts abstraits tels que la densité de point matériel, de 
charge ponctuelle ou de doublet, la 
densité spatiale de simple et de double 
couche, l'intensité d ‘une source ponc- 
tuelle instantanée, la grandeur d’une 
force instantanée appliquée en un 
point, etc. Avec la notion de distri- 
bution, on exprime de plus l’impossibi- 
lité de calculer la valeur d’une gran- 
deur physique en un point: on ne me- 
sure en fait que ses valeurs moyen- 


nes dans un voisinage suffisamment 0 € 2? 7x 
restreint de ce point et on assimile 
la limite de la suite qu'elles forment Fig. 3 


à la valeur cherchée. 

Ilustrons nos paroles par un exemple. On demande la densité 
d'un point matériel de masse unité qui est supposé confondu avec 
l'origine. On distribue (ou étale) uniformément la masse unité 
à l’intérieur d’une sphère de rayon & et de centre 0. Cela donne une 
densité moyenne f, (x) qui vaut (fig. 3) 


1 


(2) =4 3% 


0 si [z|>e. 


si |[z|<e, 
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Mais nous désirons la densité pour & = +0. Supposons que cette 
inconnue (que nous noterons Ô (x)) est la limite simple de la suite 
de densités moyennes f, (x) pour & —+ +0, i.e. la fonction 


Ho si xz=0, 
Ô = 1.1 
@) O0 sir. 


On impose à Ô la condition naturelle que son intégrale étendue 
à tout l’espace donne la masse totale, i.e. 


Ï 8() dr=1. (1.2) 


Or,ona | ô(x) dr = O pour à (x) définie par (1.1), d’où l'impos- 
sibilité de l’assimiler à la densité cherchée. Ainsi, la limite simple 
ci-dessus ne fait pas l'affaire. 

Cherchons ce qu'on appelle une limite faible de la même suite. 
On vérifie sans peine que toute fonction continue œ (x) satisfait. 
à l'égalité 

lim | f, (x) p (a) dz = p (0). (1.3) 
e—+0 


ce qui veut dire que la suite de fonctions f, (x) converge faiblement 
pour & —> +0 vers une fonctionnelle (et non une fonction !) œ (0) 
qui fait correspondre à toute fonction continue œ (x) le nombre 
o (0), sa valeur au point x = 0. C’est cette fonctionnelle que nous 
prendrons pour 6 (x) cherchée. Il s’agit de la fonction de Dirac 
bien connue. Ainsi, on écrit 
1) 6(2) 8 +0, 

au lieu de la relation limite (1.3), et on désigne la valeur de la fonc- 
tionnelle à sur la fonction œ (i.e. le nombre œ (0)) par 


(ô, p) = œp (0) (4.4) 


qui traduit exactement la formule (+) (page 5) et où (6, œæ), valeur 
de ô sur y, joue le rôle d’'e intégrale » | Ô (x) p (x) dx. 

Vérifions si la fonctionnelle 6 donne la masse totale. Nous venons 
de dire que le rôle de | ô(x) dr revient à la quantité (6, 1) qui 


vaut, par suite de (1.4), la valeur de la fonction = 1 au point x = 0, 
i.e. (ô, 1) = 1. 


Si les points différents zx, # = 1, 2, ..., N, portent les mas- 
ses Lx, la densité associée est en général égale à 
2) Mô(r 2). (1.5) 


4 SA<SN 
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J1 s’agit d'une fonctionnelle linéaire qui fait correspondre à toute 
fonction continue œ (x) le nombre 


N 
Th)e 
LÉEN Lx (x) 

Ainsi, la densité qui définit la distribution de masses ponctuelles 
ne saurait être décrite en termes de fonctions classiques. On recourt 
à cet effet à des êtres mathématiques plus généraux, à savoir à des 
fonctionnelles linéaires (continues). 


2. Espace © (©) des fonctions d'essai. On a vu que la fonction 
de Dirac est définie par des fonctions continues comme étant une 
fonctionnelle linéaire (continue) sur ces fonctions dites fonctions 


uw) (x) 


ube(T) 


Fig. 4 


d'essai. Cela permet de définir une distribution comme étant une 
fonctionnelle continue linéaire sur l’ensemble des fonctions d'essai 
suffisamment « bonnes ». Il est clair que plus cet ensemble est res- 
treint, plus nombreuses sont les fonctionnelles associées. D'autre 
part, la famille de fonctions d'essai doit être assez riche. Nous allons 
introduire l’espace important % (©) des fonctions d'essai pour 
tout ouvert O € R. 


Nous conviendrons de ranger dans % (©) toutes les fonctions 
indéfiniment dérivables à support borné dans ©, 2 (©) = C® (O) 
(voir $ 0.5) et de définir la convergence dans 2 (©) comme suit. 
Une suite de fonctions m1, p., ... de % (©) converge vers une 
fonction @ (de Z (©)) s'il existe un ensemble ©” € © tel que 
supp © ©’ et qu'on ait pour tout « 


x O 
Dr (x) = Dr), k—+ 0. 
Dans ce cas on écrit a —>®, k —> oo dans 9 (O). 
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L'espace vectoriel Z (©) muni de la convergence indiquée cons- 
titue l’espace Z (©) des fonctions d'essai. On note: Z = Z (R"'), 
Z (a, b) = Z ((a, b)). 

O, « ©, implique évidemment % (©,) = Z (©), et la con- 
vergence dans % (©,) entraîne la même propriété pour Z (O.). 

L'exemple d’une fonction d'essai non nulle est la calotte (fig. 4) 


du (x) Ce FF, IzI<e, 
: = 0, |z| > €. 


Elle jouera le rôle de fonction régularisante et on supposera donc 
la constante C, telle que 


: __1 

| we (x) dz=1, i. e Ce” | e 1h dE—=1. 
IS1<1 

D'autres fonctions d'essai sont spécifiées dans le 


LEMME. Etant donnés un ensemble À et un nombre e > O quel- 
conques, il existe une fonction n, € C® pour laquelle 


ne(z)=1, zEA; n(r)=0, ré A; 
OSne(r) St, 12n(2)|<Kae *. 
+ DemonsrTraTion. Soit 6,2 la fonction caractéristique de 
l’ensemble A*° (voir $ 0.2). La fonction 


Ne (x) = | 0 42e (y) ©e (7 — y) dy — | @e (ZT — y) dy 
A8 


(w, étant la calotte) possède les propriétés requises, ce qui démontre 
le lemme. 


ConseQuENCE. Soit © un ouvert. Alors il existe pour tout O'EŒO 
une fonction n € D (O) telle que n (rx) = 1, rEO", 0OLn(r) <1. 
L'affirmation découle du lemme pour A—=©" et e 


= A (O’, 40) > 0. 


Soit O,, k = 1, 2, ..., une famille dénombrable d'ouverts. 
Si un ouvert O = [|] O,, Où E O, et si tout compact K E © 
R>1 


est rencontré par un nombre fini seulement de {O;}, la ‘famille 
©, constitue un recouvrement localement fini de ©. 
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TH£OREME À (PARTITION DE L'UNITE). Soit {O,} un recouvrement 
localement fini de ©. Alors il existe une famille de fonctions {e;} 
telle que 


eED(Ox), 0<e(r) Li, à ep(z)=1, 2z€0. 
REMARQUE. Quel que soit z € ©, seule la somme d’un nombre fini de termes 


en (x) est différente de 0 : le système de fonctions {e,} constitue une partition de 
l'unité subordonnée au recouvrement localement fini {Oz} de l'ouvert ©. 


DEMONSTRATION. On démontre l'existence d’un autre recouvre- 
ment localement fini {O:} de © tel que Oj € Oz. Construisons ©.. 
On introduit la notation 


= ON U On. 


Alors À, € O, E © et KX, est fermé dans ©. Donc K, € ©: 
et on prend pour ©; un ouvert tel que K, € O; € O1. Ceci étant, 
les ensembles ©, ©,, ... forment un recouvrement localement 
fini de ©. On forme de même l'ouvert O; € ©;, et ainsi de suite, 
et on aboutit finalement au recouvrement cherché {Oi}. 

Selon la Conséquence ci-dessus, il existe des fonctions nx € Z (O4) 
ayant les propriétés 


n(t)=1, zEO, 0<m(r <1. 
Posons 
en (x) = ( > m(2>1)} , 
nm, 
RS 1 <d 
il vient la partition de l’unité demandée et l'affirmation du théorème. 
L'espace Z (©) contient donc des éléments de nature différente 
et nous allons voir qu'ils sont assez nombreux. 


Soit f une fonction localement sommable dans ©, f € £ioc (O). 
La convolée de f avec la calotte w, 


f()= | ft) o(2— 0) dy= | ae (y) (zu) dy 
(là où elle est définie) s'appelle régularisée de f. 
Soit f E EP (O), 1 L p L'œ (f(x) est supposée 0 en dehors 
de ©). Alors fe € C® et on a l'inégalité 


En effet, f, € C® découle des propriétés de f et de la définition 
de la régularisée. L'inégalité (2.1) résulte pour 1 < p << œ de 
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l'inégalité de Hôlder 
Lelro= À 1f@P dre | || f(u) (2-1) dyPar< 

@) O 


< | | | f (y) IP we (x — y) dy | | De (T— y) dy |” dr = 
O © 


= [[HOPR Ep évdr< | 100) Péy=1 Be. 
CIS . 


Le cas p = © se traite de façon analogue. 


TH£oREME 2. Soit fE LI (O) et f(x) = 0 presque partout 
(p.p.) à l'extérieur de K € ©. Alors la régularisée f, € 3 (©) pour 
tout e < A (K, 90) et (*) 


dans C(O) si fECo(O), 
dans LP(O) si fEL5(O), 1<p<oœ, 
p.p. dans © si fE€ £o (O). 


le fs e + +0 


DEMONSTRATION. Si 8 << A (K, 9O), f, (x) est à support borné 
dans O, et f, € D (©) parce que f, E C® (O). 
Soit fECo(©O). La majoration 
La @1=|Tf@-rae (4-1 a4|< 
< max |f(2)—f(y)| | w(z—y)dy= max |f(9—f(u)|, 
Ix-vI<e Ix-yI<e 
zCO, 


et la continuité uniforme de f entraînent la convergence uniforme 
de f, (x) vers f (x) sur © pour 8 — +0. 

Soit fE LP(O), 1 < p < ©, et 6 > 0 quelconque. Il existe 
une fonction g € Co (©) pour laquelle 


ô 
On déduit des résultats obtenus qu'on trouve &e, tel que 


ô 
Ï 8 — 6e | 2P(O) < 3 pour tout E << 20. 


(*) Pour les notations voir $$ 0.3 et 0.5. 
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D'où l'on tire pour tout e << 8, grâce à (2.1): 


- 20 ô 
Cela signifie que f, —+f, e —<+0 dans £P (O). 
S'agissant de f appartenant à £® (©), on indique une suite 
de fonctions de C, (©) qui converge vers f (x) p.p. dans ©. Ce 
fait et les résultats antérieurs donnent f, (x) —+f (x),  — +0 p.p. 
dans ©, i.e. l'affirmation du théorème. 


ConseQuENcE 1. Ÿ (©) est dense dans £P (O), 1 < p << oc. 


Consequence 2. % (©) est dense dans C* (©) (pour la norme de 
C* (©)) si © est borné ou © = R'. 


3. Espace ©’ (©) des distributions. On appelle distribution 
définie dans un ouvert © toute fonctionnelle linéaire continue sur 
l'espace D (©) des fonctions d'essai. 

Nous noterons (f, ®) la valeur d’une fonctionnelle (d’une distri- 
bution) f sur une fonction d'essai q. Par analogie avec les fonctions 
classiques, on écrit parfois f (x) au lieu de f et on entend par x l’argu- 
ment des fonctions d'essai auxquelles s'applique la fonctionnelle f. 

Revenons à la définition de la distribution. 

1) Une distribution f est une fonctionnelle sur % (©), i.e. on 
associe à chaque œ € Z (©) le nombre (complexe) (f, œ). 

2) Une distribution f est une fonctionnelle linéaire sur % (O), 
i.e. si o et Ÿ appartiennent à ce dernier espace et À et u sont des 
nombres complexes, alors 


G, Ap + uw) = À (, p)+u(, vw). 


3) Une distribution f est une fonctionnelle continue sur Z (O), 
i.e. Si Pr —>p, À —+oo dans Ÿ (O), alors 


(, Pa) — (f, P), k — co. 


Deux distributions f et g définies dans © sont dites égales dans 
ce domaine si pour toute ® de Z (©) on a (f, œ) = (£g, œp). Cette 
propriété s'écrit: f = g dans © ou f(x) = g(x), x € ©. 

Dans la suite Z” (©) désignera l’ensemble de toutes les distri- 
butions définies dans ©. Z”’(O) constitue un espace vectoriel 
si l’on définit la combinaison linéaire Àf + ug des distributions 
f et g de Z' (©) comme étant une fonctionnelle opérant par la 


2—0824 
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formule (*) 
Qf + ug, p)= A0, p+u(g, y), pEZ(O). 
Soit f € Z' (©). Définissons la distribution f € Z’ (©) com- 
plexe conjuguée de f par la règle 
(,p=(fp), pe (0). 
Les distributions 


__1+1 _ 1-1 

Re f = D Im f = OY: 

constituent les parties réelle et imaginaire respectivement de f, 
si bien que 


f=Ref+iIimf, f—Ref—ilmf. 


3 


Si Im f = 0, f est une distribution à valeurs réelles. 


ExEMpLE. La fonction de Dirac est une distribution à valeurs 
réelles. d 


Définissons la convergence dans Z” (©). Une suite de distribu- 
tions f,, f», . .. de 2” (©) converge vers une distribution f € Z”° (O) 
si toute fonction d'essai @ € Z (O) vérifie (f1, p) —(f, p), k — co. 
Cette convergence se note 


fn ff, k oo dans Z’ (O). 


La convergence ainsi introduite est dite faible. L'espace vectoriel 
J' (©) muni de la convergence faible constitue l’espace Z” (O) 
des distributions, 2° = T'(R"), Z'’ (a, b) = Z” ((a, b)). 

Il est évident que si O, € ©., alors Z” (©,)c Z’ (O;), et la 
convergence dans Z°’ (©.) entraîne la même propriété pour Z”° (©). 

Toute distribution f de %’(©) admet donc une restriction 
(unique) à tout ensemble ouvert ©" © telle que f € 2° (O”). 


REMARQUE. Les fonctionnelles linéaires sur Z (©) ne sont pas forcément 
continues sur cet espace bien qu'aucune fonctionnelle discontinue ne soit cons- 
truite sous forme explicite (l'existence se démontre par l'axiome de choix). 


TH£OREME. Pour qu'une fonctionnelle linéaire f sur 3 (©) appar- 
tienne à ” (O), i.e. soit une distribution dans ©, il faut et il suffit 
qu'il existe pour 1out ouvert O'Œ © des nombres K = K (©') 
et m = m (©) tels que 


1 PASSAT In gr PEL (07. (3.1) 


(*) La forme (/, æ) est donc bilinéaire (voir $ 0.6). 
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D£EMONSTRATION. La suffisance'est immédiate. Démontrons la né- 
cessité. Soit f € Z’ (O) et O'EOC. Si (3.1) n'a pas lieu, on forme 
une suite @», 4 — 1, 2, ..., de fonctions de Z (O') telle que 


[CF qu) ZEN nil en © (3.2) 
Mais la suite 
PR è G 
Va = —= 0, k— oc dans Z (O0). 
k _ 
parce que supp hr c O'EO, et on a, quand k>|P|: 
(x) 1 
[DB Ya (x) =D DL 0, k—+ 00. 
k — k 
Aussi (f, a) 0, À — co. D'autre part, il vient, par suite de (3.2): 
LC, Ÿx) | = em >V ko, k—+ 0, 


contradiction qui démontre le théorème. 


Soit f € Z' (O). Si l'entier m de (3.1) ne dépend pas de ©”, 
on dit que la distribution j est d’ordre fini et le plus petit m constitue 
l'ordre de f dans ©. L'ordre de la fonction de Dirac est par exemple 0 
et celui dans (0, œ) de la distribution 


(f, p)= à pA (x) 
R>1 


vaut l'infini. 


REMARQUE. L'’affirmation du théorème signifie que si l’on munit l’espace 
Z(®) de la topologie de limite inductive (réunion) d’une suite croissante 


d'espaces dénombrablement normés CS (O,), O, E Œ E :.…; U Orx=O, 
pour les normes 


Lol v=0,1,..., EC (On), 


cv(O,)' 
Z' (O)d evieut le dual de Z (©) (voir Dieudonné et Schwartz [1], Bourbaki [1]). 
Dans ce cas, l'inégalité (3.1) est satisfaite par toutes les fonctions @ de Cm(Q”) 
(voir Conséquence 2 du Théorème 2 du 8 1.2). 


&. Complétude de D’ (©). L'espace Z”(©) des distributions 
jouit d’une propriété fort importante : il est complet. 


TH£oR2ME. Etant donnée une suite de distributions f,, fe, . .. € 
€ D’ (©) telle que la suite numérique (fr, p), k — oo, converge pour 
toute fonction m € Z (O), la fonctionnelle f sur Z (©) définie par 


9% 
PA 
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l'égalité 
(f, œ) = lim (fn D) 


est également linéaire continue sur Z (©), i.e. f € D' (O). 


DEMONSTRATION . La Jlinéarité de la fonctionnelle limite f 
est une propriété évidente. Démontrons sa continuité sur Z (©). 
Soit ps, —0, v—>oo dans Z (©). La convergence à démontrer 
s'écrit (f, p,) 0, v — 00. Procédons par l'absurde et passons 
au besoin à une sous-suite, il vient que tout v = 1, 2, . .. vérifie 
pour un a > 0 l'inégalité |(f, p,) |[=2a. Comme 


(f, Pv) Fe lim (fa, Pv), 


on trouve pour tout v = 1, 2,... un indice À, avec lequel 
| rs pv) IZa. Or, ce résultat est impossible par suite du lemme 


qui suit. La contradiction obtenue prouve la continuité de f, c.q.f.d. 


LEMME. Etant données une suite de fonctionnelles f1, f:, . .. 
d'un ensemble M° © Z’ (©) faiblement borné, i.e. | (f, ®) | << Co 
fE M” pour toute ® de Z (O), et la convergence vers O dans Z (O) 
d’une suite de fonctions d'essai qi, p+, - . . E D (O), on a (fr, Pa) —+ 
—>0, k —+ 00. 


DEMONSTRATION . Admettons la fausseté du lemme. En passant 
au besoin à une suite partielle, on estime que | (fr, mx) |[Zc > 0. 
La convergence de , vers 0 dans Z (O) signifie que supp pm, € ©" Œ 
Œ ©, et on a pour tout & 


x€O 
Dir) 0, k— 00. 


C’est pourquoi on passe, si besoin est, à une autre sous-suite et on 
estime que 


| 
| Dr (G)I<=Y, [al<Sk=0, 1, ... 


Posons 14 — 2*p,, auquel cas 
supp BmoO0'EOC et |Dp(r) | _ 
[alSk=0, 1,..., (4.1) 
de sorte que 
Ge, )1= 1 Gn ph1> ce 00, k— 00. (4.2) 


On forme maintenant les suites {f, } et {\4,} : on choisit fs, et 
Va, de façon à avoir | (fx, ÿx,)122. Supposons f4, Wa, Ï = 1, . .. 
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.., V—1, construits. Puisque Pa 0, # oo dans Z (O), on 
a a Grp tx) +0, k +00, j = 1, v—1, et il se trouve NW 


tel que 
[Cays PIS i=1, RE v—1, (4.3) 


pour tous les À=>N. On observe que | (fx, Ÿa, ) IKc, +=: À, 
.., vV—1. On prend enfin, grâce à (4. 2)” un NUM EN, 
pour lequel 


[Ga a) 1> 2 CR, +Vv+ 1. (4.4) 


LISV— 1 


Ainsi, les fonctions (ou les distributions) fn» ŸA, construites possè- 
dent, en vertu de (4.3)-(4.4), les propriétés suivantes: 


| Cas DNS: its V=T, (4.5) 
(EDR W)I> 2. es a+ v+1. (4.6) 


Posons ÿ = } a Par suite de (4.1), cette série converge dans 
j>1 
T (C), donc € Z (O) et 


as P= CR Pa.) + > (far Pa). (4.7) 
5 
D'où, compte tenu des inégalités (4.5) et (4.6), 
LGy > 
> bo) D lo) D IG, ,)1> 
1<J<v-1 J>v+1 
Zv+i- De = 


J2V+1 
i.e. ns Ÿ) — co, vV —+o, ce qui contredit la borne de la suite 
(frs D), k —æ oo (fr E M'}, et démontre le lemme. 


ConsequEencE. Si l’ensemble M€ (©) est faiblement borné, 
alors il existe pour tout ©’ Œ © des nombres K et m tels que l'inégalité 
(3.1) reste en vigueur pour toutes les ® € Z (O') et fE M. 


Utiliser la démonstration du Théorème du $ 1.3 et le lemme 
ci-dessus. 
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5. Support d’une distribution. Une distribution n’a en général 
pas de valeur en un point, mais on peut parler de la valeur nulle 
d’une distribution dans un ouvert. On dit qu'une distribution 
f E J' (©) est nulle dans un ouvert O’ € ©, et on note f (x) = 0, 
æ EO’, si sa restriction à ©” (voir $ 1.3) est une fonctionnelle 
nulle de Z' (O'}), i.e. (f, p) = 0 pour toute p € Z (O”). 

Supposons qu’une distribution f de Z°’ (©) est nulle dans ©. 
Dans ce cas, elle l’est également au voisinage de chaque point de 
l'ensemble ©. 

Soit, inversement, f € Z’ (©) une distribution nulle dans un 
voisinage U (y) © de tout point y de ©. 

On définit, moyennant le recouvrement {U (y), y E ©} de ©, 
son recouvrement localement fini {©} tel que tout ©, soit contenu 
dans un Ul(y). Soit O EVE... U © = ©. Selon le 

v>i 


lemme de Heine-Borel, le compact ©; est recouvert par un nombre 
fini de voisinages U (y) : U (y), . . ., U (yx.), le compact O;, O, 
par un nombre fini de voisinages U (yv,,s), - + «, U (yx,,n.), et 
ainsi de suite. On pose O4 = U (us) N O:, k = 1, ..., Ni, Où = 
= Ü (Yx) N (O, O;), k — N, + 1, _. N; + N, etc., et on 
aboutit au recouvrement {O©;} demandé. 

Soit {e,} une partition de l’unité subordonnée au recouvrement 
formé {O;} (voir $ 1.2). Toute de Z (©) vérifie supp (pex) € UV (y) 
pour un y, donc (f, œex) = O et 


(f, p)=(f, 2 eap)= 2 (f, per) = 0. 


RZ>1 


Ainsi, nous avons établi le 


LEMME. Si une distribution de TD’ (©) est nulle dans un voisi- 
nage de chaque point de ©, elle l'est également dans l'ensemble © 
lout entier. à. 


Soit fE D’ (©). La réunion de tous les voisinages où f = 0 
forme un ouvert ©,. D'après le lemme, f — 0 dans O;. O, est 
le plus grand ouvert dans lequel f est nulle. 

Le support d’une distribution f est par définition le complé- 
mentaire de ©}, par rapport à ©, si bien que supp f = OXO;; 
supp f est un fermé dans ©. Si supp f € ©, f est à support borné 
dans ©. 

Les propriétés des supports entraînent les affirmations suivantes. 

a) Si l € D’ (O) et pE D (O) ont leurs supports disjoints, alors 
(, p) = 0. 

b) Une condition nécessaire et suffisante pour que x € supp f est 
que f ne soit nulle dans aucune région autour du point x. 
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Soit À un ensemble fermé dans © et %Z” (©, À) l’ensemble 
des distributions de Z” (©) à support dans À muni de la conver- 
gence: fr 0, À —+—oo dans Z’(O, À) si f, —0, k oo dans 
ZT" (O) et supp € À. Ici Z'(A) = Z'(R7, À). (Les autres 
espaces des distributions, p.ex. #’ (4), £?(4), ... (voir S$5 
et 7), auront le même sens.) 

Le dernier lemme admet une généralisation. On a vu ($ 1.3) 
que toute distribution f € Z’ (©) induit dans chaque O'& © 
son élément local (restriction) f € Z’ (©O'). La réciproque est égale- 
ment vraie: toute famille d'éléments locaux « compatibles » donne 
par « recollement » une distribution unique. Autrement dit, on a le 


T'HEOREME DU RECOLLEMENT DES MORCEAUX. On suppose que tout 
point y E © possède un voisinage U (y) € ©, domaine de définition 
d'une distribution f,, et que f(x) =f,,(x) si x E U (y) NU (y) ©. 
A lors il existe une, et une seule, distribution f € Z' (©) qui coïncide 
avec f, dans U (y) pour tout y € O. 


DE£EMONSTRATION. Procédons comme pour le lemme et ex- 
trayons du recouvrement {U (y), y EO©} le recouvrement localement 
fini {O;}, O, € U (yx), de © avec la partition de l'unité {e;} 
subordonnée. Posons 


GB D= E (is Qu) PES (O). (5.1) 


Le nombre de termes à droite étant toujours fini et indépendant 
de @E Z (©O') pour tout ©’ E ©, la fonctionnelle f de (5.1) est 
linéaire et continue sur Ÿ (O), i.e. f € D’ (O). Si pE Z (U (y)), 
alors pe, € Z (U (yx)), donc (f,, ex) = (f,,, ex), si bien qu'on 
a, par suite de (5.1), 
(f, p) = > (Ju, per) = (fu P > en) = (fys q), 
k>1 k>1 


> 
ie. f — f, dans U (y). L'unicité de la distribution f découlant 
du lemme, on a le résultat voulu. 


6. Distributions régulières. Un exemple simple de distribution 
est la fonctionnelle associée à une fonction f (x) localement som- 
mable dans ©: 


Gp= jap pe (0). (6.1) 


La linéarité de l'intégrale et le théorème sur le passage à la limite 
sous [ impliquent que la fonctionnelle du second membre est linéaire 
et continue sur Z (©), i.e. f € Z' (O). 
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Une distribution définie moyennant (6.1) par une fonction loca- 
lement sommable dans © est dite régulière. Toute distribution 
qui n'est pas régulière s'appelle singulière. 


LEMME (Du Bois-Reymond). Une condition nécessaire et sufft- 
sante pour qu'une fonction f(x) localement sommable dans © soit 
nulle presque partout dans © est que la distribution régulière associée 
f soit nulle dans ©. 


DEMONSTRATION. La nécessité est évidente. Démontrons 
la suffisance. Soit 


JRptadr=0, pez (0), (6.2) 


O"Œ © quelconque et 49 la fonction caractéristique de ©’. Selon 


le Théorème 2 du $ 1.2, il existe une suite œ; (x), # = 1, 2, ..., 
de fonctions de % (©) qui converge vers e-iar {y (x) p.p. 


dans © et | x (x) | < 1 p.p. dans ©. On en déduit par le théorème 
de Lebesgue sur le passage à la limite sous | et compte tenu de (6.2): 


f'iftoidz= | ft e-iar yo (2) ds = 
O’ 


= lim { [ F2) où (z) dz + | 5 (a) Le-t are 1 yo, (2) — qu (2) dz} = 


= | lim f(x) [e-{arr 9 — op, (x)] dx — 0, 
Ô’ R—00 


si bien que f (x) = 0 p.p. dans ©’. ©’ &E © étant arbitraire, f (x) = 
— 0 p.p. dans ©, c.q.f.d. 

Le lemme entraîne que toute distribution régulière dans © 
est définie par une fonction localement sommable dans © unique 
(aux valeurs sur un ensemble de mesure nulle près). Il y a donc 
une bijection entre les fonctions localement sommables dans © 
et les distributions régulières dans ©, ce qui nous autorise à identifier 
une fonction f (x) localement sommable dans © et la distribution de 
Z' (©) qu’elle donne par la formule (6.1). Dans ce sens les fonctions 
« classiques », i.e. localement sommables dans ©, sont des distri- 
butions (régulières) de Z° (O). 

Le lemme de Du Bois-Reymond entraîne un autre résultat, 
à savoir la coïncidence des deux définitions données du support 
(voir $$ 0.5 et 1.5). 
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On note de plus que si la suite fx (x), À — 1, 2, ..., de fonc- 
tions localement sommables dans © converge uniformément vers 
f (x) sur tout compact À € ©, alors f, —>f, k — oo dans Z”(O). 

Soit f € Z° (O) et ©, & ©. Nous dirons que la distribution f 
est de classe C* (©) si elle coïncide dans ©, avec f, de classe C* (©,), 
i.e. on a pour toute € Z (©) 


G @)= À f(x) p (x) dz. 
Si en outre f1€C*(O:), f est de classe C*(Oi). 


7. Mesures. Une classe plus vaste de distributions régulières 
est engendrée par les mesures. On appelle mesure sur un ensemble 
borélien À la fonction d'ensemble (à valeurs complexes) complète- 
ment additive 


u (E) = | u (dx), 
E 


donnée et finie sur tous les £ € À € KR" boréliens bornés, |  (E) | 
<< oo. 

L'auteur renvoie pour la théorie de la mesure et de l’intégration 
à Kolmogorov et Fomine [1]. 

La mesure u (£) sur À est représentée de façon unique par 4 
mesures Lu, (£) > 0 sur À à l’aide de la formule lu = puy — pu, + 
+ (ls — pu), et l’on a 


Î n(a)= | ps (d2)— | pe (ax) + Î hs (dx) —i Î bu(dr) (7.1) 
E 


La mesure u(£) sur un ouvert © définit une distribution pu 
dans © par la formule 


&p= (vaut), vez(0) (7.2) 


l'intégrale étant comprise au sens de Lebesgue-Stieltjes. Les pro- 
priétés de l'intégrale entraînent u € Z” (O). 


REMARQUE. S'agissant de u sur © absolument continues par rapport à la 
mesure de Lebesgue,\i.e. u (dr) = f (x) dx, f € £{,. (O), la formule (7.2) définit 
des distributions f régulières (voir $ 1.6). 


L'assertion ci-dessous est analogue au lemme de Du Bois-Rey- 
mond. 


LEMME. Pour que la mesure u (E) sur © soit nulle, il faut et 
il suffit que la distribution associée u soit nulle dans © 
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DEMONSTRATION. La nécessité découle de suite de la caractérisation 
suivante: la mesure u (£) sur © est nulle si et seulement si 


fpau(dr=0 pe (O). (7.3) 
O 


La suffisance se démontre par récurrence. Supposons (7.3) remplie 
pour toute € Z (©) et prouvons cette égalité pour € Co (©) 
quelconque. Soit supp p & ©’ € ©. Il existe (Théorème 2, $ 1.2) 
une suite de fonctions œ,, # = 1, 2, ..., de Z (©) telle que 


supp px & O'E O et pa —+p, k —+>oo dans C (©’). Aussi 


| pG@H(a2)= | lim qu (2) p (d2)= lim À qu (x) (dr) = 0. 
© 6 AS 77 © 


ce qui démontre le lemme. 


On a, comme une conséquence du lemme, que les mesures sur © 
et les distributions associées par (7.2) sont en correspondance biuni- 
voque, ce qui nous permet d'identifier pu (£) sur © et la distribu- 
tion correspondante pu € Z” (©). 


TH£onëME 1. Pour qu'une distribution f de Z'(O) soit une 
mesure sur ©, il faut et il suffit qu'elle soit d'ordre O dans ©. 


D£monsTRaTION. Necessire. Soit fE%’ (©) une mesure 
sur ©. On a pour tout ©’ E © et toute p € Z (0°) 


6, p1=[fr@utz< (Ia (dz)| max]p()|, 
O' x€O" 


<e qui entraîne que f est d’ordre 0 dans © (voir $ 1.3). 


SuFFISANCE. Soit f € Z’ (©) une distribution d’ordre 0 dans 
©, i.e. on a pour tout ©" E © 


LG DISAO) el PEZ (0). (7.4) 


Soit O,, k = 1, 2, ..., une suite strictement croissante d'ouverts 
qui remplissent avec eux ©:O; Œ Or UOr = ©. Comme 
R 


% (©}) est dense dans C, (Oz) pour la norme de C (©:) (voir 
Conséquence 2 du Théorème 2, $ 1.2), l'inégalité (7.4) implique 
que la fonctionnelle f admet un prolongement (linéaire) continu 
à C,(@2). Le théorème de Riesz-Radon dit qu'il existe une mesure 
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u, sur ©, pour laquelle 
Gp = (pad), EC Ci). d 


D'où la coïncidence de u4 et de u»+, sur ©; il existe donc 
une mesure u unique sur © qui coïncide avec u4 dans ©}, et avec 
la distribution f dans ©. Le théorème se trouve démontré. 


Une distribution f € Z’ (©) est dite non négative dans © si 
(, q) > 0 pour toute @ € Z (0), p (x) > 0, z ECO. 


THÉOREME 2. Pour qu'une distribution de %'(O) soit une 
mesure non négative sur ©, il faut et il suffit qu'elle soit non négative 
dans ©. 


DEMONSTRATION. La nécessité étant évidente, on passe à la 
suffisance. Soit f € Z” (O) non négative dans O et @E Z (©), 
O”" € ©. D'après la Conséquence du Lemme du $ 1.2, on trouve 
une fonction n € Z (O), n (x) = 1, x E ©’. Donc 


lo Lana <ra<lelgsnte), 2€0. 
On en tire, compte tenu du fait «f = 0 dans © », 


—(f, n) || FILS, SV: p)<(f, n) 11 LS") 


L'inégalité obtenue montre que f est d’ordre 0, et f est (par 
le théorème précédent) une mesure (non négative) sur ©, c.q.f.d. 


Un exemple simple de mesure qui est de plus une distribution 
singulière, est la fonction de Dirac (voir $ 1.1) définie par 


(6, p=#p(0), Ex. 


Evidemment, ô € Z’, ô (x) = 0, x 0, si bien que supp Ô = {0}. 

On démontre la singularité de la distribution 6 (x). Supposons 
par l’absurde qu'il existe f € £ioc (R") telle qu’on ait, pour toute 
PET, 


À (2) @ (2) dx = (6, q) = @ (0). (7.5) 
Comme |x{°®€%, (7.5) entraîne 
fa pt) dr=|z [2 p(r)le-0 -0=(12/f, 9) 


quelle que soit @EZ. Ainsi, la fonction |[x{2f(x) localement 
sommable dans R" est nulle au sens des distributions. Selon le 
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lemme de Du Bois-Reymond (voir $ 1.6), | x |? f (zx) = 0 p.p. et, 

partant, f (x) = 0 p.p. dans R”". Le résultat obtenu étant en contra- 

diction avec (7.5), on a la propriété cherchée de la fonction de Dirac. 
Soit ©, (x) une calotte (voir $ 1.2). On démontre 


&, (zx) 0 (x), e —++0 dans Z”. (7.6) 


(La suite «w, (x), e — +0 est représentée fig. 4.) 
En effet, la relation (7.6) est équivalente, par définition de la 


L] 


convergence dans Z”, à 
lim À we (x) p(x) dx = (0), pE ZT. 
e-+0 
Cette égalité résulte de la majoration 
| Doc (x)o (x) dr —p(0)|< | w. (x) |p(2)— 9 (0) Id 
<max|p(z)—p (0) | we (x) dz= max] (2) —p (0) 
Ixi<e Ix<e 


et de la continuité de 9. 

La fonction de Dirac en un point est généralisée en Ô sur une 
surface. Soit S une surface régulière par morceaux dans R'" et p 
une fonction continue sur S. On introduit une distribution Uôs 
définie par 


(hôs, p= (n(Hp(AS, PES. 
S 


Il est évident que uôE Z’; uôs (rx) = 0, zéS, de sorte que 
supp uôs © S; uô, est une mesure singulière si u % 0. 

La distribution uô$ (x) s'appelle simple couche sur la surface S. 
Elle décrit la densité spatiale de masses ou de charges concentrées 
sur S avec une densité en surface u. (Ici la densité de simple couche 
est définie comme étant la limite faible des densités définissant 
une répartition discrète sur S, 


2 p (zx) ASx6 (z—x3), z CS, 
avec un morcellement illimité de cette surface; cf. $ 1.1.) 


REMARQUE. Les fonctions localement sommables et les fonctions delta gou- 
vernent les distributions de la densité de masses, de charges, de forces, etc. 
(voir $ 1.1). D'où le nom des êtres mathématiques que nous étudions. Si une 
distribution f est la densité de masses ou de charges, l'expression (f, 1) est la 
masse ou la charge totale (sous l'hypothèse que f a un sens sur une fonction 
unité, car 1 n'est pas à support borné !). En particulier, (ô, 1) = 1: (f, 1) = 


= | f(z)dz si fE LA. 
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8. Formules de Sokhotski. Faisons intervenir une distribution 
singulière importante P + qui s'applique par la formule 


e—+0 


é 
(a+, p)=vp | 2 2 gr lim IRD larme 


La fonctionnelle P + est linéaire et sa continuité sur Z = Z (R!) 


découle de l'égalité 
R 


CÉNCERAI SEE 


R 
< [19 @')ldr<2Rmax|g'(z), PEZ(—R,R), (8.1) 
—R 


avec z’ un point de l'intervalle (—R, R). Ainsi, PF — € Z. 


La distribution + coïncide pour z 0 avec la fonction _ 
(au sens du $ 1.6); elle s'appelle partie finie (au sens d'Hadamard) 
ou valeur principale (au sens de Cauchy) de l'intégrale de — . On 
établit l'égalité 


5 ® (x) Ne | p (x) cp) 
dim | rd= ing (0)+Vp | SEL dr, eZ. (8.2) 


En effet, on a pour (zr) =0, |zx|> AR, 


R 
lim | ? (@) dx = lim 


eo) T+tE es = Fe qe 9) dr= 


R R 
= (0) lim | 53 Éer de + lim j FT 1 (2) — y (O)] de = 


= —2iqp (0) du arctg À + Î 0-80 97 


- R 


= — in (0) + Vp | AUS _ az. 


La relation (8.2) signifie que la suite a pour &—><+0 


1 
z+ie 
une limite dans Z° (cette limite sera désignée par x) qui 
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vaut —inô(z) + L . Ainsi, 


1 1 
3750 = —inô(r)+P—. eo 
De même, 
1 1 d 
2-0 = i(G)+T—. F0) 


C'est Sokhotski qui a obtenu en 1873 les formules (8.3), (8.3°) 
sous forme « intégrale » de type (8.2) (voir Sokhotski (16; [1]). 
La physique quantique y recourt vrlon- 


8(x) tiers. 
VE On démontre que P + est d'ordre 
1 dans R!. 
nl 7 En effet, l'inégalité (8.1) entraîne 


que l’ordre en question est au plus 1. 
S'il était 0, + serait une mesure sur 
R! (Théorème 1 du $ 1.7) et l'intégrale 
Fins Vp | 2@ y serait définie sur toutes 


TZ 
les fonctions continues à support borné dans R!, ce qui est impos- 
sible (elle n'est pas, par exemple, définie sur les fonctions égales 
à 6 (x 
Inz 


On note en passant que l’ordre de _ dans {x 0} est 0, car 
cette distribution coïncide pour z 0 avec la fonction localement 


sommable _ : 


au voisinage de 0; fig. 5). 


a _ prolonge la distribution régulière _ de l’ensemble {x -£ 0} 


à l'axe R1 tout entier. Une question se pose : est-ce que toute fonc- 
tion localement sommable dans © -ÆR" admet un prolongement 
à l’espace R” tout entier au sens des distributions de Z” (R”)? 
On répond par la négative. Par exemple, et/* € Z' (x 0). S'il 
existait f € Z’ (R!) qui coïncide pour x 0 avec el/*, on aurait 


1 
= ferptd, pe (#0) (8.4) 


Soit p£Z, po(z) = 0 pourz<iet r>2, pr) >0, | Po(z) dr =1. 
Dans ce cas, 


h 
qa(r)=e ?kpo(kr) 0, k-—>00 dans 9, 
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1 


[= qu dr= [ex DNS 
2 x (L-L) 2 

={e y Tlpo(u) dy> | (y) du =1, PREZ (x 0), 
1 1 


ce qui contredit (8.4) : 
1 
1< | eFqu(a)dz=(, pu)+0, k-ro0. 


9. Changement de variables dans les distributions. Soit f€ 
€ Loc (O) et x = Ay + b une transformation linéaire non singu- 
lière de © sur O©,. Toute ;  (©,) satisfait alors à l'égalité 


| f(A4y+0)p d= ar \ f (x) p LA (x—b)] dx 

Os 
que nous prendrons pour définition : la distribution f (Ay + b) 
avec f(x) € Z” (©) quelconque: 


Ay+0) pU)= (fe, EE), veg (OC). (61) 


L'opération @ (x) —>œ [4-1 (x — b)] étant linéaire et continue de 
Z (©,) dans Z (©), la fonctionnelle f (Ay + b) définie par le 
second membre de (9.1) appartient à 2” (©,). 

En particulier, si À est une rotation, i.e. AT= Atet b=0, 


alors (f (Ay), p) = *E ; (A a); si À est une homothétie (avec 
symétrie), i.e. À = cl, c 0, b = 0, alors 


(F (cy), pæp(ro(+)): 
si À = I, alors 
F(y + b), æ) = , p (x — b)) 


(translation de b). 

Fort des derniers résultats, on définit les distributions invariantes 
par translation, à symétrie sphérique, à symétrie par rapport à un 
point, homogènes, périodiques, invariantes par le groupe de Lorentz, 
etc. 


@ Exempres. a) Ô(—zx) = 8 (x); b) (6 (x — 0), p) = @ (x) 


Soit a E C'. On définit une distribution 6 (a (x)) par la formule 
ô(a(x)) — lim wo. (a(x)) dans Z” (ce, d), (9.2) 
e+ 


w. étant une calotte. 
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La fonction a (x) est supposée ayant des zéros isolés et simples. 
Soit zn, À = 1, 2, ..., ces zéros (fig. 6). Dans ce cas, à (a (x)) 
existe dans Z’ (R!) et se met sous forme de somme 


SCC) Dern ES (9.3) 


Ta’ (zx)| : 


Par suite du théorème du RTE des morceaux ($ 1.5), 
il suffit de démontrer (9.3) dans un voisinage suffisamment res- 
treint de chaque point. Soit @EZ (x: —ex, tr +e,) avec ex si petit 


a(T) 


Fig. 6 


que a (x) est monotone dans (Zr — ex, Zn + En). La relation limite (7.6) 
permet d'écrire la suite d’égalités 


XhF6h 


(ô(a(x)), p) — . Î [a (x)] @ (x) dr — 
D xp—es 
a(xp-+ep) 
=: 1 dy __P{zx) ___ { Ô(z—zx) 
on it CURONe (a! (y)] la’ (zx)l [a (zx) ? 2 


à PET (œ, B), l'intervalle (œ, B) ne contenant pas de zéros z, 
alors 


B 
(G(a (2), g)='lim | we [a (x)] p (5) dx = 0. 
8—+0 : 


ôÔ(z— 
TE dans (z—ex +8) et O dans (a, f) 


sont «compatibles». La formule (9.3) se trouve démontrée. 


Il est clair que 


EXEMPLES. a) 6(22— 0%) = [0(z—a)+6(z+a)]; 
b) ô(sin D= Ÿ Ô(z—kn). 


10. Multiplication des distributions. Soit f € £}, (©) et a€ 
€" (©). Toute p de 3 (©) vérifie alors l'égalité 


(af, ph= À a (x) f(2) @ (2) dz = (f, ag). 
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Cette égalité définit le produit d’une distribution f de Z’ (©) 
par la fonction a indéfiniment dérivable dans O: 


(af, q) = (, ap), 9€ Z (O). (10.1) 


L'opération q a, a € C°” (©), étant linéaire et continue de Z (O) 
dans Z (O), la fonctionnelle af définie par le second membre de (10.1) 
est une distribution dans 2° (O). 
On a l'inclusion 
supp (af) © supp a N supp f, 
car Où > OU O7 (voir $ 1.5) et 
supp (af) = © K Os € O X (OU O0) = 
= (0 NX Gi) A (O XK 0) = supp a N supp f. 
Sif E Z' (O), on a l'égalité 
f = nf, (10.2) 


avec n une fonction quelconque de classe C°® qui vaut 1 au voisinage 
du support de f. 

En effet, quelle que soit @ € Z (O), les supports de f et de 
({ — n) ® ne possèdent pas de points communs, donc (voir $ 1.5) 


G, A—np =0=(f(1— m1), y), 


ce qui équivaut à (10.2). 


EXEMPLES. a) a (x) Ô (x) = a (0) 8 (x) parce que 
(aô, p) = (6, ap) — a (0) p (0) — (a (0) 6, w) 
pour toute p € Z'; 


b) 221 parce que 
(272, o)= (92, 20)= (o(x) dr (1, ). 


Une question se pose: ne peut-on définir dans une classe de 
distributions le produit multiplicatif de deux distributions quel- 
conques de façon que cette opération soit associative, commutative 
et qu’elle coïncide avec la multiplication par une fonction indé- 
finiment dérivable ? Schwartz en a montré l’impossibilité. S'il n’en 
était pas ainsi, on aurait, grâce aux exemples a) et b), la chaîne 
d'égalités contradictoires : 


0=0P À = (26 (x) PL =(8(2)2) PL = 6 (2) (2P L)—6(x). 


3—0824 
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Pour qu'il soit possible de définir le produit multiplicatif de 
deux distributions f et g, il faut qu'elles présentent les propriétés 
suivantes: g doit être d'autant plus régulière au voisinage d'un 
point (arbitraire) que f y est irrégulière et inversement. 


$ 2. Dérivation des distributions 


1. Dérivées de distributions. Soit f € C* (©). Dans ce cas, on 
a pour tout &, | &« | < k, et toute p € Z (©) la formule d’intégra- 
tion par parties 


(D, p)= | D*f (x) p (sde = 
=(— 1) À 502) D%p (2) d2 = (— 104 (f, Do). 


Nous accepterons cette égalité en qualité de la définition de la 
dérivée (généralisée) D°f d’une distribution f € Z’ (O): 

(D°f, p)=(—1)""(f, De), pEZ(O). (1.1) 
Comme l'opération q—+(— 1)" D“ est linéaire et continue de Z (©) 
dans % (©), la fonctionnelle D°f définie par le second membre de 


(1.1) constitue une distribution de Z” (O). 
L'égalité (1.1) s'écrit en particulier pour f = Ô 


(D*6, q) = (—1)* D (0), PET. 

La définition établie entraîne que si f € Z” (©) est de classe 
C* (©,) dans ©, < © (voir $ 1.6), alors ses dérivées usuelles et 
ses dérivées généralisées D°f, | &« | & k, coïncident dans ©.. 

L'opération de dérivation des distributions jouit des propriétés 
suivantes. 

a) f > D°f est (linéaire) et continue de Z' (©) dans Z’ (O). 

La propriété de linéarité étant évidente, on démontre la conti- 
nuité. Soit f, 0, k —+ oo dans Z” (©). On a pour toute p € Z (©) 


(Dfns p) = (1% Un, D) +0, k +00, 
ce qui signifie D°fy +0, k oo dans Z'° (©). Par exemple 
Do, (x) > D°6 (x), e +0 dans Z”. (1.2) 


Cette relation découle de (7.6) du $ 1. La suite w, (x), + +0, 
est visualisée fig. 7. 
En particulier, si la série 


>» Un (x) =S (x); 
R>1 


ur € Lioc (O), 
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converge uniformément sur tout compact À € ©, on la dérive 
terme à terme jusqu’à un ordre quelconque et les séries dérivées 
convergent dans Z’(O), 


> Du (x) = DS (x). 
h>1 


En effet, la suite de sommes partielles de cette série a S (x) comme 
limite dans Z° (©) (voir 8 1.6). 


We (T) 


Fig. 7 
b) Toute distribution f € Z° (©) (en particulier, toute fonction 
localement sommable dans ©) est o-dérivable (au sens généralisé). 


ôf L ’ : fe) ôf ? 
En effet, 7€ 2’ (©) parce que f€ 3’ (©): a (=-)ez (©), 
et ainsi de suite. 

c) On peut intervertir l'ordre de dérivation : 


D°*Pf = D® (DŸf) = DS (D°f). (1.3) 
En effet, 
(D +, p)=(— 1) 48 (5, DHBo) = (—1)% (D8S, D°p) = 
= (D* (D°f), p)=(—1) 8 (D°*f, Dp) = (DP (D°f), p), 
d'où les égalités (1.3). 


d) Si fE D’ (O) et a EC® (O), la dérivée du produit af vérifie 
la formule de Leibniz: 


D*(ap= (À) DfaD"-Pf. (1.4) 
B<a 
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Si pEZ(O), on a, en effet, 


( v)= (er, )=-(re 2) 
ne oi 0 ele ee ph: (ræ E = 


0f da | 
= (> , ap)+( f 9 )= (a- En + Î, 2 E 
qui entraîne (1.4) pour æ& = (1, 0, ..., O). 
e) supp D°fS supp f. (1.5) 


Si f € Z” (©), on a, en effet, pour toute p € Z (O;) l’apparte- 
nance D“p € Z(O;) et 


(D°f, q) = (—1)4(, Dp) = 0, 


si bien que ©O,a, = O;, d'où l'inclusion (1.5). 


2. Primitive d'une distribution. Toute fonction f (x) continue 
dans (a, b) possède dans cet intervalle une primitive f(-b(x) (unique 
à une constante additive près): 


1 (o= (1 Æ+C, VU =f (0. 


Cette égalité est à la base de la définition de la primitive de toute 
distribution f (d'une variable). 


Soit f € SZ’ (a, b). Une distribution f‘-? € Z’ (a, b) s'appelle 
primitive de f dans (a, b) si ff?" = f, ji.e 
GP, p)=—(f, p), pETZ (a, b). (2.1) 


Il ressort de cette égalité que la fonctionnelle f ‘-! n'est définie 
que sur les dérivées premières des fonctions d'essai de Z (a, b). 
Nous voulons la prolonger à cet espace tout entier de façon que 
ce prolongement soit linéaire et continu sur Z (a, b) et établir 
l'arbitraire laissé sur cette opération. 

On suppose en premier lieu que f‘-?, primitive de f, existe dans 
Z” (a, b}). Soit ® E Z (a, b). (On fait l'hypothèse que la fonction y 
est prolongée par 0 à tout l’axe R!.) Fixons un point zx, € (a, b) 
quelconque, auquel cas 


pe) = 4" (x) + (220) | o (8) dE, (2.2 


$ 2] DEÉRIVATION DES DISTRIBUTIONS 37 


avec &w, une calotte pour e<<min(ro—a, b—zxo) (voir $ 1.2) et 


v@= | [ote)—ots 20) [ea] (2.3) 


On démontre l'appartenance de à Z (a, b). En effet, 1 € C” 
et pr) =0 pour z<a”= min(a’, rt —e)>a si supppc 
& la’, b'] (a, b). Lorsque x > b” = max (b”, x, + e) <b,ona 


va@= | pua)dr— | os) 7 | pEE=0. 


Ainsi, supp WC [a”, b"] & (a, b) (fig. 8). Donc ÿ € Z (a, b). 


a’ B=b 
a ZjE=a” Er te bb X 
Fig. 8 


Faisons agir la fonctionnelle f‘-!? sur l'égalité (2.2), il vient 


(0, q= (es, P)+ (4, @e(2—20)) | p(E) dE, 
i.e. On a, compte tenu de (2.1), 


GE, q)= —(f p)+0C | o(e) dE, (2.4) 


C' = (FTP, @, (x — xo)). Ainsi, f‘-?, quand elle existe, s’exprime 
par (2.4), avec % défini par la formule (2.3). 

On démontre la réciproque: la constante C étant quelconque, 
la fonctionnelle f‘-? donnée par (2.4) et (2.3) définit une primitive 
de f dans (a, b). 

En effet, la linéarité de f‘-! est évidente. Démontrons sa con- 
tinuité sur Z (a, b). Soit x —+0, kÀ oo dans Z (a, b), ji.e. 
supp pr & la”, b']E (a, b) et pl (x) - 0, k —> 00. Les résultats 
obtenus entraînent 


pa(r)= À [on (z')—ue (a —20) | où (® dE] 47 =0 
"e dehors de [a”, b"] = [a, b], 


et visiblement 12? (x) + 0, k —æ oo, i.e. VW, —0, À oo dans 
T (a, b). f étant continue sur Z (a, b), on a donc 


GED, qu)= —(f, dn)+C | qu Ed +0, + 00, 
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i.e. le résultat cherché. Par conséquent, f‘-!? € Z” (a, b). Il nous 
reste à vérifier que f‘-}? est une primitive de f dans l'intervalle 
(a, b). Faisons q = @’ dans (2.3) et prenons en considération l’inté- 


grale | p' (E) dé = 0, d’où y = o, et (2.4) implique (2.1), c.q.f.d. 
Ainsi, on a le 


TH£OREME. Toute distribution f de Z'(a, b) admet une pri- 
mitive fl dans (a, b) et toute primitive s'exprime par la formule (2.4), 
où y se définit par (2.3) et C est une constante arbitraire. 


Le théorème dit que l'équation différentielle 
u' — j, ÎE€ 7° (a, b), (2.5) 


a une solution dans Z’ (a, b) et que sa solution générale est de 
la forme u = ft? + C, f'-? étant une primitive de f dans (a, b) 
et C une constante quelconque. En particulier, l'équation (2.5) 
n’a dans Z” (a, b) pour f E C (a, b) que des solutions classiques. 
La solution générale dans Z° (a, b) de u’ = O est par exemple 
une constante arbitraire. 

On définit de même la primitive f‘-"” d'ordre n dans (a, b) d’une 
distribution f € Z’ (a, b), f°-"”® = f. A condition d'appliquer le 
théorème ci-dessus à la chaîne de relations 
1 de récurrence pour f‘-* (primitives d'ordre 

k de f): 


el 1) —2)’ _ -n)’ -n 
ft 1) — f, f "ef RS à n) =f F0 
on conclut que f-" existe dans Z” (a, b) et est 
E unique à un polynôme additif quelconque de degré 
n — 1 près. 
Û 
Fig. 9 3. Exemples. a) On demande la densité de 


charges correspondant à un dipôle de moment 
+1 en zx — 0 orienté suivant une direction donnée 1 = (l,, ... 
En), 111 = 1 (ig. 9). 
La densité approchée est (voir $$ 1.1 et 1.7) 
L 5(z—el) —+6 (7), e > 0. 
Passons à la limite pour e—> +0 dans Z'(R”): 
1 1 . 
(= 6(x—el) —-— Ô(x), p} = 
où 


=+ipen—po1+ = (6, )= (5 9), 
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d’où pour la densité cherchée : 
06 

#2 —( D6 (2) 

On vérifie que la charge totale nulle : 


(2, 1)= (8, 2) 26, o=0 
et que le moment vaut 1: 


(RG D)=(s, Et) (8, 111)=(6, 1) =1. 
2. 
te) 


b) La généralisation de — est une double couche sur une 


surface. Soit S une surface à double face régulière par morceaux, 
n une normale à S (fig. 10) et v une fonction continue sur cette 
surface. On introduit une distribution 


n +  Y() 


+ (vôs) qui opère selon la formule 
(4 Ô se 
(—5 069, o)= [vtr Eds, pes. + 
$ 
Visiblement, + 
ô , 4 | 
— 7 (Vôs) CZ", supp [ MS (vôs) | ES: Fig. 10 


La distribution —  (vôS) constitue une double couche sur S. 


Elle décrit la densité spatiale de charges qui correspond à une distri- 
bution de dipôles sur la surface S avec la densité superficielle de 
moment v(x) orientés suivant la normale n. (Icila densité de double 
couche est définie comme étant la limite faible des densités correspon- 
dant à une répartition discrète de dipôles sur S, 


— À» — [v(zx) ASxÔ (z—zx)], 2zES, 
R 


avec un morcellement illimité de cette surface; cf. $ 1.7.) 

c) Soit f (x) une fonction continue par morceaux dans (a, b), 
ainsi que ses dérivées, et {z,} les points de (a, b) où elle ou ses 
Hi présentent des discontinuités de première espèce (fig. 11). 

na 


f'= fa(z) + 2 [flx, Ê(Z— 2x), (3.1) 


où fa (x), dérivée classique de f (x), vaut f’ (x) pour x x, et n’est 
pas définie aux points {x:}, [fl, est le saut de f (x) en xx, 


(le, = f (zr + 0) — f (zx — 0). 
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Toute € Z (a, b) vérifie en effet les égalités 


Xh+1 
,p=—t, p)=-X | we ta 
R x 
XR+1 
= 5 À faute oo dr Diane —0) 9 (au) —f (an +0) p(a)I= 
k xp R 


= | fa (x) p (x) dx + >» [f (zx +0) — f (zx — 0)] p (xx) = 


= (fa; p)+ (x, (Ô(z— 2x), P), 


k 
ce qui prouve la formule (3.1). 
f(x) 
| | 
D. 
(FL*! 
| Url, | 
| # À 
| | 
a Z, To T3 b Z 
Fig. 11 


En particulier, on a pour la fonction unité de Heaviside 6 


(voir $ 0.2): 
0" (x) = 6 (x). (3.2) 

En théorie des circuits électriques, on donne à 6 le nom d'’éche- 
lon unité et à 6 (x) celui de l'impulsion unité. La formule (3.2) 
exprime le fait que l'impulsion unité est une dérivée de l’échelon 
unité. 

d) Les formules suivantes ont lieu: 

0, k=0, 1,...,m—1, 


x"6 CES PUR (7) B-M (x), k>m. (3.3) 


En effet, . 
(a 80, q) = (— 1) (ap) Leo = 
= (AI ZX (5) EP pb oo 


0<j<Rkh 


0, k=0, 1, ..., m—1, 
-{ (—1)m ! (Ep (0) =(—1)" mt (}) (em, œ), k>m. 
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e) La série trigonométrique : 


Due, lal<A(+IE I)" (3.4) 


converge dans Z”. 
En effet, la série 
apr nt 1 aR ikx 
MIT T À Tim 
k#0 


converge uniformément dans R!'; la série qui donne sa dérivée 
d'ordre m + 2, converge donc dans 2” et sa somme définit la somme 
de (3.4) (voir $ 2.1, a)). 


Rx) 
x/4 


Fig. 12 


f) On prouve la formule 


_. S'ei= 5 6(z—2kr). : (3.5) 
k k 


Développons la fonction périodique de période 2x (fig. 12) 
h()=+-—, 0<z<2n, 
en série de Fourier uniformément convergente dans R!: 
ELA 1 1 
Îo = D mer. (3.6) 
k-4.0 

En vertu de e), la série (3.5) est dérivable terme à terme dans 2° 

jusqu'à tout ordre et on obtient 


, 4 T i 1 k 
hD=---5= 9x D TE 4. OLz<2n, 
h4+0 


fi = + D 6(r— km) = D etre, 
j h+0 
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d’où (3.5). La fonction j, (x) a été dérivée moyennant la formule (3.1) 
(fig. 13). 
Le premier membre de (3.5) n’est rien autre que la série de Fourier 
de la distribution 2x-périodique Y 6(z— 2kx) dont la courbe 
k 


représentative est symbolisée fig. 14 (pour une étude plus poussée 
voir $ 7.2). 

g) Soit G un domaine de R" à frontière S régulière par morceaux 
et n = n, la normale extérieure à Sen x € S (fig. 15). Soit ensuite 


A) L 
Sven) 6) O(c-2x) Ofr-4m) £ 
£ s 
-2T 0 27 47 T 
Fig. 14 Fig. 15 


f EC? (G) N C! (G) et f (x) = 0 en dehors de G. Toute p € Z vérifie 
alors la formule de Green 


ô 
| (fAp — pAf) dx = | ETES ds. (3.7) 
G S 
Cette formule s'écrit en termes de distributions « simple et double 
couche » introduites au $ 1.7 et au $ 2.3, b): 
Af= Auf —<L 6 ——2 (f66), (3.7°) 
avec Ac1f le Laplacien classique f: 
Af(z), z€6, 
Aaf (x) = 0, z66G, 


n’est pas défini, xzES, 
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of ; ‘ f no. 
fet Fa sur S étant les valeurs au bord de f et a Sur S de l’intérieur 
de G. 


h) On vérifie que la fonction TT satisfait dans R° à l’équation 


de Poisson 


A Tr — En (x). (3.8) 


SJ 


est localement inté- 


En effet, : 
E 
grable dans R° et 


1 1 9 » d 
Are (tr) =0. zÆ0. 


(3.9) 
Soit ET, supp SUR». Dans ce cas 
1 1 
(axr:e)=(Rr: 4)- Fig. 16 
= : Ao (x) dx = 
J [xl 
Ur 
= lim | me: Ao (x) dx. 
e<|xl<R 


En appliquant la formule de Green (3.7) pour f = et G=[zx: 
e<|z|< R] (fig. 16), on obtient, compte tenu de (3.9), 


(a, o)= lim | Aro (x) dr+ 


e+0 


e<Ix| <R 
+([+ + (er TeT ôn mr 21) 25 ]= 
mo RES = p)4S= lim F | pas= 
4 [4 


= lim I [o (0) — p (x)] dS — änp(0)} = —4n (6, @), 


e-+0 ë, 


i.e. formule (3.8). Elle admet l'interprétation suivante : la fonc- 
tion — est le potentiel (coulombien) newtonien dû à la charge +1 


au point zx = (. 
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De même, 


Aln|z|—=2nô(r), n—2, 
(3.10) 


AT = — (n—2) 0,6 (x), n>3, 


On étant l’aire de la sphère unité dans R” (voir $ 0.6). 
La fonction 6, (x) égale à 


1 1 { 
—cganpe 25), -55lnizl (=2, -HIzl (=, 


s'appelle solution élémentaire du Laplacien. 


4. Structure locale des distributions. Nous allons démontrer que 
localement l’espace Z”(O©) est une (plus petite) extension de 
£°” (©) qui admette toujours l'opération de dérivation. 


THÉOREME. Etant donnés f € Z' (O) et un ouvert O'E O, 
il existe une fonction g € £°” (O') et un entier m>0 tels que (*) 


f(æ) =D? ... Drig(z), zE€C0. (4.1) 
DEMONSTRATION. Aux termes du Théorème du $ 1.3, on 
trouve des nombres Æ et k qui vérifient l'inégalité 


Comme w(x) = | Dvar; pour WEZ(O"), on a 


max |W(x)|<d max | D;Ÿ (x) |, 
xeO’ x€O" 


d étant le diamètre de ©’. Si l’on utilise donc cette inégalité un 
nombre suffisant de fois, on tire de (4.2) 


LU, PSC max D}... Dhp(rl, pEZ(O). (4.2) 
x€O’ 


Lorsque HE Z (G”), on à 


X!1 xn 
. ù gd" 
va@= | es à À RE dy. dy. 


(*) La dérivée de (4.1) est comprise au sens distributionnel. 
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Par conséquent, . 
GI [ LD: Da (u) du. 

(Oh 
D'où et de (4.3) on déduit (pour m = k + 1) 

IE, IRC [ IDT... Dip(rilds, pEZ(O). (44 

©! 
Le théorème de Hahn-Banach entraîne que la fonctionnelle linéaire 
continue f*: 
4 (2)=(—1)"" DT... Dép (2) —+ (f°, 0) = 
=(f, p), pEeZ(0), (4.5) 


est prolongeable, par suite de (4.4), en une fonctionnelle linéaire 
continue sur £1(O’) muni d’une norme <C: 


LE, DI= 10 o IRC IX Lao 


Il existe, selon un résultat de F. Riesz, une fonction g € £° (©') 
pour la norme ||g gs(on <C qui vérifie l'égalité 


De (— 1) | g(x) x (@ dx. 
O’ 
Cette formule et (4.5) entraînent pour toute pE Z (©) 
G, p=(—1) | g(2) DT... Dig (æ)dz= (DT... Dig, @), 
(CM 
ce qui équivaut à (4.1) et démontre le théorème. 


CoNseQuENCE. Hypothèses du théorème. On a 
f(x) = Dm... Dmthgi(x) dans ©’, # EC (©') (4.6) 


La représentation (4.6) résulte de (4.1) à condition de prolonger 
g (x) par O0 à R” entier et de poser 
x xXn 


gi (x) = | …. | g (y) dys -.. dy. 


9. Distributions à support compact. Munissons l'ensemble fonc- 
tionnel C” (©) de la cenvergence 
Pr 0, À +00 dans C°® (O) si 


x€O" 
Du (x) = 0, k—+ oc pour tout & et tout O'E CO. 
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I] en résulte que la convergence dans Z (©) entraîne celle dans 
C” (©), mais la réciproque n'est pas vraie. 

Soit f une distribution de Z” (O0) à support compact dans ©, 
supp f— KE O. Soit n EZ (O), n (x) = 1 au voisinage de K 


(voir $ 1.2). Construisons sur C* (©) une fonctionnelle f définie 
par la formule 


 p=(, np), pec*(O). (5.1) 

Il s’agit évidemment d’une fonctionnelle linéaire sur C” (O). 

L'opération np étant continue de C®° (©) dans & (©), f est 

de plus continue sur C” (©). Elle prolonge f de Z (O) à C” (O) 
parce qu'on a, en vertu de (10.2) du $ 1, 


G, q) = (f, n9) = (nf, y) = (f, y) 
pour p € ŸZ (O). 
On démontre l’unicité du prolongement linéaire et continu de f 
à C” (©) (en particulier, le prolongement (5.1) est indépendant 
de la fonction auxiliaire n). Soit f un autre prolongement analogue 


de f. On introduit une suite de fonctions {n.} de Z (©) telles que 
2 (2) =1, rEO(O EU E..., O — UOx), de sorte que 


nr +1, k —o dans C* (©). Il y a donc pour toute » € C°” (©) 
la convergence n1p —>®p, # oo dans C” (©). Par conséquent, 


GP p)=( lim mp)= lim (f, mp)= lim (f, mp)= 
= lim (f, mo)=@, lim mp)=( ç, peC*(O), 


si bien que f — . 
Ainsi, nous avons démontré la nécessité des hypothèses du 


THeOREME. Pour qu'une distribution f € 2° (©) soit à support 
compact dans ©, il faut et il suffit qu'elle admette un prolongement 


linéaire et continu à C”(O). 


DEMONSTRATION DE LA SUFFISANCE. Soit f € Z’ (©) une distri- 
bution qui possède un prolongement continu et linéaire f 


à C”(O). Si f n'était pas à support compact dans ©, on forme- 
rait une suite de fonctions {w:} de 2 (©) ayant les propriétés: 


supp PR = OX (CEE... UOx = 0) et (, ox) = 
D'autre part, ®x —>0, # —+ oo Pr C°(©), donc (f, Px) +0, 
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k +00. Mais (f, x) = (f, px) = 1: contradiction qui démontre 
le théorème. 


Soit f une distribution à support compact dans ©. On a, en 
vertu de (5.1), : 


G, p)= (6, np), pEZ (O). 


Comme nEZ (©) et suppn E ©, n appartient à S (O’) pour 
un O’ &E ©. Aussi np € D (O’) pour toute p € D (O). Il existe, 
selon le Théorème du $ 1.3, des nombres À = Æ (©’) et m — 
— m (O') pour lesquels a lieu l'inégalité 


1, pI=I(, np)I<ÆK nl PEZ (0), 
d'où l’on tire de suite 
(7, p) [<C ] P om(S) pE D (O). (9.2) 
La dernière inégalité autorise à dire que toute distribution à 


support compact dans © est d'ordre fini dans © (voir $ 1.3). 
Nous appellerons 6’ l’ensemble des distributions à support 


compact dans R". Ainsi, 6’= C° (R')’. 


6. Distributions à support ponctuel. Les distributions dont le 
support est réduit à un point, admettent une description explicite. 
Ce fait s'exprime par le 


THÉOREME. Si une distribution fE Z° a pour support le 
point x = 0, elle est représentée de façon unique par la formule 


f(a= 2 caD°8 (x), (6.1) 


œl< 
N étant l'ordre de f et c, des constantes. 
D£emonsTRaTION. Soit n E Z (U,), n(x) =1, |z | <L !/4 Tout 
e >> 0 satisfait alors àf —n (=) f et on a donc pour chaque y € Z 


F, p=(n(+)f »)=(f n(+) (6—œ»)) + 
+(f n(£)ov), (6.2) 


avec 


D (0 
Pn (x) = » PO za, 


lailSN 
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Etant donné n(T)(p—x) € Z(U), il vient par application 
de (5.2): 


[(4 n(+)—-))|[<cÎn(+) @-o| 


CN, ) 


— C max 
RIEN 


D {n (L) 1 (x) — 0x (2)1} < 
<C max D (5) |D9n (5) DPF Ip (5) — 6x (| 


<C' max © elBleN-le-Ble SC’ max eN-liti = Ce 
BIEN a Iai<N 


Faisons e — +0 dans le second membre de (6.2). Le premier terme 
tend vers Ô par suite de l'estimation obtenue. Quant au deuxième, 


il est en général indépendant de & et vaut (f, Pw); f prolongeant 
f à C” (O) (voir $ 2.5). L'égalité (6.2) se récrit 


fp=f on D LRO 2). 
lal <N 
Avec la notation 
ES | 
ca = (7, 22), 


on aboutit à la représentation (6.1): 


f,op)= D» (—1) le D"p(0)= > ce(D6, e), EL. 
IGI<N Iai<N 


Démontrons son unicité. S'il y en a une autre: 
f[(a)= 2 cD6(x), 
IGISN 
on obtient par soustraction: 
O= D (c&—Ca) D’8 (x), 
IXI<N 
d'où 


O— D) (co—Cca) (D, x) = 
lai SN 


= D (c—ca)(—1) A DA no =(— 1)" 41 (cé — cu), 


IaISN 


i.e. c, = Cp. Le théorème se trouve démontré. 
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ExEMPLE. La solution générale dans la classe %'(R!) de 
l'équation 


xu (x) = 0 (6.3) 
est donnée par la formule 
u @= 2 Los (x), (6.4) 


C1 élant des constantes quelconques. 

Si u E Z' est solution de (6.3), alors ou bien uw = 0, ou bien 
supp u se confond avec le point z = 0. Selon le théorème démontré, 
on a 


u (x) = ie cxÔ* (x) (6.5) 


pour certains c4 et NV > 0 entier. Rappelons-nous (3.3) et portons 
(6.5) dans (6.3), il vient 


0=(—1) "mt Y (x) CRÔ (x), 


M£R£LN 


d'où c, = 0, k > m. Ainsi, on pose V = m — 1 dans la représen- 
tation (6.5) et la formule (6.4) s'avère démontrée. On note encore 
que le second membre de (6.4) satisfait à (6.3) pour des constantes c,, 
k = 0, 1,..., m — 1, arbitraires. 


$ 3. Produit direct des distributions 


1. Définition. Soit f (x) et g (y) deux fonctions localement som- 
mables dans deux ouverts respectifs O, € R" et O, & R7. La 
fonction f(x) g(y) est encore localement sommable dans ©, X ©». 
Elle définit une distribution (régulière) Ï (x) g (y) = g M) f (x) de 
D’ (O, X O2) qui agit sur les fonctions d'essai p (zx, y) € D (O, x O: 
selon les formules 


Get, p= | fHemot, paray= 


O1xO 
= (ja emotmnadr= | eWitmeots, paézdy- 
O1: Où OixO 
= | eu) | Sao, var dy, 
O2 Oi 
i.e. 
FEU), = (x), (&U), px w)), (1.1) 
(&(y) f(x), P)=(e(y), (f(x), p(x, y))). (1.17) 


4—0824 
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Ces égalités constituent le théorème de Fubini sur la superposi- 
tion d'intégrales simples. 

Asseyons sur (1.1) et (1.1”) la définition du produit direct f (x) X 
X g(y) et g(y) X f(x) de deux distributions f € Z’ (O;) et g€ 
€ Z’ (O2): 


(x) X 8), p) = F(), (& (Y), p (x, y))), 
pEZ (CO XO:), (1.2) 
(g (y) X f(x), p) = (& (y), (x), p (x, y))), 
pPEZ(O, XO,). (1.2) 
On vérifie que le second membre de (1.2) définit une fonctionnelle 
linéaire continue sur Z (O, X Q:). 


Comme (x, y)E Z (O,) pour tout r EO, et vu que £E 
€ Z' (O2), la fonction 


(zx) = (g (y), px, y), pEZ (O0, x O:), (1.3) 
est définie dans O4. On démontre le 
LEemMme. Soit O'EO, x O, et gED’(O:). Alors il existe 


un ouvert ©, = ©, (0') E ©,, des nombres C = C(©',g) >0 et 
un entier m = m (O”, g) > 0 tels que 


ved(O:) si pEeS(O'); (1.4) 
D'h(z)=(g(y), DEp(x, y)), pE D (O1 X Où): (1.5) 
[Dh (x)|<C max |DÉDhp(z, y), pEF(O'), zEO: (1.6) 

(x, vEO” 
[BI <m 


DEMONSTRATION. On démontre que “#(x) définie par (1.3) 
est à support borné dans ©,. Comme supp ©" E O, x ©, 
on trouve deux ouverts O; € O, et ©, € O: ayant la propriété 
O'E O; x © (fig. 17). C’est pourquoi œ (x, y) = O0 pour tout 
y EO, si rEO, X ©; et donc (x) = (g, 0) = 0 de sorte que 
Ÿ (x) = 0 en dehors de O;. Choisissons un ouvert ©, tel que O E 
E Ü, ECO, et faisons la conclusion que supp Ÿ & O.. 

On démontre la continuité de 1 dans ©. On fixe un point z ECO, 
quelconque et on suppose x, —zx, zx € O,. Dans ce cas, 


Pt, Y)— pr, y), zx zx dans D (0). (1.7) 
En effet, supp (x, y) O0, E OC et 


veO> : 
D;p (Zn y) nd Dye (z, y), Ln — I. 
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La fonctionnelle g étant continue, on déduit de (1.3) et (1.7) pour 
TR DT: 


d (ar) = (8 (y), p (x, y)) —+ (8 (y), p (x, y)) = Ÿ (x), 
i.e. la fonction + est continue en x (quelconque). Ainsi, % € C (©.). 


Fig. 17 
On démontre A res ui € C®(©,) et la formule de déri- 
vation (1.5). Soit e, = (1. 0, , 0). Tout zE O, vérifie 
Ô 
M = lp(rthes pp nie ER, (18) 


hk—>0 dans Z(O:). 
En effet, supp _—.—.. pour h suffisamment petits et 


D", (y) _ DE, h— 0. 
Puisque g € Z° (©), on obtient grâce à (1.3) et à (1.8): 
zLhe;)—% (zx | 
LORIE LE fe), pizthe, v)—(8 (y), px n= 


=(e(), LR PRET ) Le, 0 (80, LED) 


d’où la formule (1.5) pour & = (1, 0, ..., 0) et, _ pour 
toutes les dérivées premières 


_p (x) d@ (x, y) A 
| 0zÿ. = (s@), », j=1, 2,...,n 


? 


A force de répéter nos raisonnements, on s’assure de la validité 
de (1.5) pour toutes les dérivées secondes, et ainsi de suite. Comme 


D°œ (x, y) appartient également à % (©, X O.), la formule (1.5) 


permet de dire, moyennant les résultats obtenus, que D‘ (x) est 
une fonction continue dans ©, pour chaque «à, si bien que à € C® (O,). 


VA 
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D'où l'on conclut, compte tenu de supp # & OÔ,, que Ÿ € Z (©), 
ce qui démontre (1.4). 
Passons à la démonstration de (1.6). Soit x € ©,. Il est connu 


que dans ce cas Diop (x, y) € Z (O:), O, E ©. Selon le Théorè- 
me du $ 1.3, on trouve des nombres C > 0 et un entier m>0 
qui sont fonction de g et O, seuls et tels que 


| Dp(z)|=1|(g (y), Diop (x, y) IC En | DÉDÉe (x, y) zx€O:, 
veO, 


IBI<m 


d’où l'inégalité cherchée et donc l'affirmation du lemme. 


CoNs£QUENCE. L'opération 


p (x, y) —+% (x) = (& (y), p (x, y)) 
est linéaire et continue de & (O, X O.) dans & (©,). 


La linéarité est en effet évidente. Si @€ Z (©, X ©), on 
a w € D (©,) suivant le lemme, si bien qu'il s'agit d’une trans- 
formation de Z (©, X ©.) en Z (©,). Démontrons la continuité. 
Soit pa —>0, # —> oo dans Z (©, X ©.), auquel cas 


(x, uv) 
suppmeO'EOXO» DÉDiqu(z, y) = 0, k— 00. 


Ce résultat et les formules (1.4), (1.6) entraînent pour la suite œ4 (x) = 
= (g (y), Pr (z; y)), k — 1, 2, ..... 


supphoÛ EC, D'pr(z)=0, k-» 00, 
si bien que x —> 0, 4 —+ oo dans Z°(O:). 


Reprenons la définition (1.2) du produit direct f (x) X g (y). 
D'après la Conséquence ci-dessus, ® —+ 1 est linéaire et continue de 
Z (©, X ©.) dans Z (©,) et le second membre de (1.2) définit 
donc une fonctionnelle (f, 4) linéaire et continue sur Z (©, x ©) 
de sorte que f (x) X 8 (y) € D’ (O, X Où). 

On établit de même g(y) X f(x) € Z’ (O, X O,) en utili- 
sant (1.2'). 


2. Propriétés. 
a) Commutativité : 

[@) Xgw=EeUy)Xf(G),, fEZ" (01), gE 2” (0). (2.1) 
S'agissant de fonctions d'essai € Z (©, X ©.) de la forme 


és D= 21 ma), wED(C:), wED(C:), (2.2) 


STEN 
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l'égalité (2.1) découle en effet des définitions (1.2) et (1.2’): 
(F (2) X 8 (y), p= 2 (f, wi) (g, )=(g(y)x f(x), p). 


<i<N 


Pour qu'il soit possible de la généraliser à toutes les fonctions 
d'essai de Z (©, X O©.), on prouve la densité dans Z (©, X ©.) 
de l’ensemble des fonctions d'essai de la forme (2.2). 


LEMME. Etant donnée @ E D (O, X ©.) quelconque, il existe 
une suile de fonctions d'essai de 3 (©, x ©.) 


Paz, Y)= 2) Un(z) vin (y), 
1SIEN, 


UnC TZ (O1), vREZ(O2), k—1,2,..., 
qui converge vers @ dans Z (O1 X Où). 


DEMONSTRATION. Soit supp p E À, x O, EO,X O, E 
€ O, X ©:. Un théorème de Weierstrass affirme l'existence d’une 
suite de polynômes P, (x, y), k = 1, 2, ..., pour laquelle 


Dp(z y)—D'Pa(z v)l<+, alé (x v)eD;xO:. (2.3) 


Soit E()EZ(O:), E(r=1, 7E0:; n(y)eZ(O), n(y)=1, 
y ECO. Alors la suite cherchée s'écrit 


Par, Y)=E(z)n(y)Pr(z, y), k=1, 2, ... 


En effet, supp m, « Of x © E ©, X ©, et (2.3) implique pour 
tout 4> la 


si (7, y) € O1 X Oo, 
Do (x, y) — Da (x, y)|<: | ve no 
| fe si (z, y) CO! x Os; (Gi x É), 


avec des c, évalués par max | DPE | et max | DÊn |, BP < a. Mais 
cela veut dire que m1 —>®p, k oo dans Ÿ (©, X O©.), i.e. on 
a prouvé le lemme. 


Soit @ une fonction d'essai quelconque de Z (©, x ©.). Il 
existe par le lemme une suite {.:} de fonctions (2.2) qui converge 
vers ® dans % (©, X ©). Moyennant la continuité des fonction- 
nelles f(x) X g (y) et g(y) X f (x) sur Z (O, X O:) (voir $ 3.1) 
et l’égalité (2.1) démontrée pour des fonctions de la forme (2.2), 
on obtient (2.1) dans le cas général: 


(f(x) X g (y), = lim (f(x) X g (y), px) = 
= lim (g (y) X f(x), Pa) = (g (y) X f (x), p). 
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b) Associativité: Si fEZ"(O,), gE€ Z' (©) et hE L' (Os), 
alors 
FX g (IX h(z)= f(x) x [g (y) X R(2)]. (2.4) 
On a en effet pour @ € 2 (O, X O, X Os): 
(If (x) X g (y)] X h (2), p) = ( (x) X 8 (y), (A (2), p (x, y, 2))) = 
= (f(x), (g (y), ( (z), p (x, y, 2)))) = 
= (f (x), (g (y) X h(z), y (x, y, z))) = 
= ( (2) X Le (y) X k (2), ). 


La commutativité et l’associativité du produit direct nous per- 
mettent d'écrire: 


FX XR=IXgXR. 
EXEMPLE. Ô (x) = Ô (x,) X Ô (ze) X . .. X  (æ). 


c) Si gEZD'(O.), l'opération f +fX g est linéaire et con- 
tinue de Z' (O,) dans 2° (O1 X O)). 

La linéarité étant évidente, on se propose de démontrer la con- 
tinuité. Soit f} 0, k oo dans Z” (O;), auquel cas on a pour 
toute p € Z (O, X O): 


Ur (x) X g(Y), p) = (x (x), (g (y), @ (x, y))) = Gr, p) +0, 


k —> co, 


i.e. fr (x) X g(y) +0, k oo dans Z’ (O, X O.). Nous avons 
utilisé € Z (©,) (Lemme du $ 3.1). 


d) On a la formule 
supp (f X g) = suppf X suppg, fEZ'(O,), gEZ'(O)). (2.5) 


ConNseQuENCE. Si f(x) X 1 (y) —0 dans O, X ©., alors f (x) =0 
dans O.. 


On suppose en effet que (xs, yo) € supp f X supp get U (ze, Yo) 
constitue un voisinage dans ©, X ©, du point (2o, Yo). Les points 
Zo, Yo possèdent des voisinages respectifs U,, U. tels que VU, X VU, 
© U(zo; Yo). Par définition du support d’une distribution (voir 
$ 1.5, b)), il existe des fonctions m1 € Z (U;), mp2 € À (U2) pour 
lesquelles (f, q1) 0 et (g, p2) 0, auquel cas (f X 8, PiPe) = 
— (f, P1) (g, pe) 0. Le voisinage U (xs, yo) étant quelconque, 
il en résulte (xs, Yo) € supp (f X g) de sorte que 


supp f X supp £g € supp (f X £g). (2.6) 
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L’inclusion contraire est également vraie. Prenons une fonction 
d'essai o € Z (©, X ©:) ayant la propriété 
supp © (O1 X O2) X (supp f X supp &) 
(fig. 18). L'ensemble supp f possède alors un voisinage U tel que 


Fig. 18 


EU (x, y) € O, X supp g quel que soit EU. Aussi (voir 
1.5, a)) 


b (x) = (g(), px y) =0, zEU, 
donc supp Ÿ f\ supp f = © et 
GX g, qJ = (, %) = 0. 


Ainsi, l’ensemble ©;,, (voir $ 1.5) contient (©, X O,)X (supp f X 
X supp g) et on a l'inclusion 


supp (f X g) © supp f X supp g, 


qui jointe à (2.6) démontre l'égalité (2.5). 
e) On vérifie aisément les formules suivantes: si f € 2° (©,) et 


g € Z' (O2), alors 


D£ Df (f (x) x g(y)] = D*f (x) x DPe (y), (2.7) 
a(z)b(y)[f (x) X g(y)] = [a (x) f (x)] X [b (y) g (y)], (2.8) 
(FX g)(z+ 20. y + Yo) = f(z +20) X £(Y + Yo). (2.9) 


3. Quelques applications. Nous dirons qu'une distribution 
F (x, y) E D’ (O, X ©.) est indépendante de la variable y si elle 
admet une représentation de la forme 


F(z, y) = f(x) X 1 (y), f € Z° (O,) (3.1) 


(auquel cas FE Z° (O, X R”)). La distribution f(x) X 1 (y) = 
— { (y) X f (x) s'applique aux fonctions d'essai ® € Z (©, X R”) 
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d’après la formule 
HOPSIONEMOREICNLIE 
= (4 (4) x f (a), p)= À (F(&), @ (æ, 2) dy. 
Ainsi. on a obtenu l'égalité 
(#0), Dot dv) = À (f(x), ot rar (8.2) 


valable pour toute f € Z” (O1) et toute pE Z (O, x R”). 
La dernière formule s’interprète comme une sorte de généralisa- 
tion du théorème de Fubini. 


Soit FE D'(© X (a, b)). Les propositions suivantes sont équi- 
valentes : 

1) F(zx, y) est indépendante de la variable y: 

2) F' (x, y) est invariante dans © X (a, b) par les translations 
sur y, i.e. 


Fa y+h=F(z y); a<y, y+h<b; (3.3) 
3) F (x, y) vérifie dans © X (a, b) l'équation 


0F(z,y) 
a 0. (3.4) 


CoNSeQUuENcE. Si fEZ'(O) et 2 =0,j=1, , AN, 


dans ©, alors f = const dans ©; si f est invariante dans © par les 
translations sur toutes les variables, alors f — const dans ©. 


DeMONSTRATION. 1) —> 2). Cela découle de (3.1) grâce à (2.9). 
2)= 3). Dans Z°(O X (a, b)) on passe dans LEP » 
= 0 à la limite pour À —+0 et on trouve que F vérifie (3.4). 


3) = 1) Soit F satisfaisant dans © X (a, b) à (3.4). On procède 
comme au $ 2.2 et on obtient la représentation 


pe = EE Lo (y—uo) | p (x, Ed (3.5) 


quelle que soit me Z(© X (a, b)}, avec y E(a, b), e < 
< min (yo — &, b — yo), et 
V 


p(x, y)= il [Le (z, y°) — @e (Y°— Yo) | px, à dE |dy'EZ (O x (a, b)). 
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Introduisons une distribution f (x) € Z° (©) qui agit sur 4 € Z (O} 
par la formule 


(, 0 = (F (x, y), © (y — yo) x (x) 
L'égalité (3.5) fournit compte tenu de (3.4): 


Ep (Fu), PE + o (y—yo) | o (x, 8) &Æ)= 


= (4), [ot D &), 
ie. F (x, y) = f(x) X 1 (y), c.q.f.d. 


On démontre de même l'affirmation (cf. $ 2.6). 


Soit FE D’ (© X R\). L'équation 
yu (x, y) = F (a, y) (3.6) 
est toujours possible et sa solution générale s'écrit 
(u, q)=(F, p)+(f(x) X (y), p), pEZD(OXRY), (3.7) 
où f est une distribution arbitraire de %” (©), 


D, v)= + [p(z, y) —n(y) (x, 0). (8-8) 


et n (y) une fonction quelconque de Z (R!) qui vaut 1 au voisinage 
de y = 0. 


En effet, l'opération @ —w définie par l’égalité (3.8) est linéaire 
et continue de Z (© X R!) dans Z (OX R!) et le second membre 
de (3.7) est donc une distribution de Z” (© X R') dont le premier 
terme (F, +) vérifie (3.6) et le second, la distribution f (x) X Ô (y), 
satisfait à l'équation homogène 

yu (x, y) = 0 (3.9) 
associée à (3.6). 

Il reste à démontrer que f (x) X Ô (y), f € 7” (O), est la solution 
générale dans 2’ (© X R!) de (3.9). Soit u (x, y) solution dans 
%' (© X R!) de la dernière équation. En vertu de (3.8), 


px, y) = yh(z, y) +nGW)p(z 0), vez (© X R), 
et donc 
(u, p) = (u, yh) + (u, n (y) p (x, 0)) = (u, n (y) p (x, 0)). (3.10) 


On introduit une distribution f (x) € Z” (©) qui agit sur les fonc- 
tions d'essai y € Z (©) suivant la formule 


(f, x) = (u (x, y), n Y) x (x)), 
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et on obtient à partir de (3.10) 
(u, p)=(f, px, 0))= (f(x) x Ê(y), p), pEZ (0 x R!), 
i.e. u (x, y) = f(x) X À (y), c.q.f.d. 

4. Distributions régulières par rapport à une partie des variables. 
Soit f (z, y) une distribution de 2° (©, x ©.) et p (x) une fonction 
d'essai de Z (©,). On introduit une distribution fo (y) € Z” (O2) 
définie par la formule 

(Jo #)=(f, Px)#(Y)), VbEZ (O2). 
Cette définition entraîne la formule de dérivation 
D°f» (y) = (D fjo (y). (4.1) 
En effet, 
(Di Per P) = (Dit, pp) =(—1) (7, pD*t) = 
= (—1) "(fo D) = (D fe Ÿ) VE (O2). 


Nous dirons que la distribution f (x, y) € Z° (O, X Où) est 
de classe CP (©.) en y, p=0, 1, ..., si fy € CP(O>) pour toute 
p € Z (O,), et si fe € CP (O2), on dit que f € CP (©) en y (cf. $ 1.6). 

Soit f EC (©;) en y. D'où le résultat suivant: éfant donné un 
y E ©, quelconque, il existe une restriction f, (x) € 2’ (©,) de la 
distribution f(x, y) et 


fe(Y)= (fur P), PEL(O:), yEO. (4.2) 


En effet, q —+fo (Yo) est pour yo E ©, fixe une fonctionnelle 
linéaire sur Z (©,). On démontre la continuité en observant qu’on 
a pour tout #ZN (yo) suffisamment grand : 


P—+> (fo (Y); @uyr (Y — Yo)) € Z° (O1), 
© étant une calotte (voir $ 1.2). Mais 


(fo (y), @iyn (Y —Y2)) + (fo (y); Ê (Y — Yo)) = fo (yo), k—+ ©, 


en vertu de (7.6) du $ 1. On en déduit aux termes du théorème 

de complétude de Z”(O,) que la fonctionnelle f, (y) est dans 

S" (®,). En désignant cette fonctionnelle par f,,, on obtient (4.2). 
On tire de (4.2), compte tenu de (4.1), 


D°(f,, p)=((Dyflys p), PEL(O:1), yEO. (4.3) 


EXEMPLE. Supposons que la distribution F ne dépend pas 
de y, F (x, y) = f(x) X 1 (y), f € D’ (O,) (voir $ 3.3). Alors F € 
€ C®(R7) par rapport à y et F, (x) = f (x). 
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On rappelle que la classe C, (©) définie au $ 0.5 est formée 
de fonctions continues à support borné dans ©; on la munit de 
la convergence: f, —0, k oo dans C, (©) si 


mO 
suppficO'EO et fi(z) = 0, k— 00. 


LEMME. Si fCC(O2) en y, l'opération 
X + (fus X (2 y)) 
est continue de TZ (O, X Os) dans Cy (Où). 


DEMONSTRATION. Soit y € Z (O, X O). On a supp 
cO XO:, avec O EO, et OEO+ On note vw (y) — 
= (f,, X(x, y)) et on a supp # EC 0, E O:. On démontre ÿ € C (O2). 
Soit y, un point arbitraire de ©, ét yx —+ yo, k + ©. Dans ce cas, 


{p (yx) — Ÿ (Yo) EURE X (x, Yo)) —(fu, pe (x, Yo)) | + 
+ us X (2 Ya) — 4 (& Yo))l. (4.4) 


Le premier terme à droite tend vers 0 pour À — œ par suite de la 
continuité de (f,, % (x, Yo)) et le second l’est en vertu de la borne 
faible de l’ensemble {f,,}= ®° (©) et de la convergence 


X(Z, Yx)— 4 (ZX, Yo) 0, k—>o0o dans Z(0O:) 


(Lemme du $ 1.4). Ainsi, dE C (©), donc Ÿ € Ch (©). 

On admet que Yx —0, Æ oo dans (©, X O2). Alors 
supp 41 « ©; X ©;, où O; E O, et O: E © On note Yÿx (y) = 
= (f,, Xx (x, y)), ce qui donne supp #4, € O: € O4 L'ensemble 
des distributions {f,, y € ©:} de %’(O;) est faiblement borné. 
Si l’on applique (3.1) du $ 1 (voir également Conséquence du Lemme 
du $ 1.4), on trouve donc pour certains À > 0, m > 0 et pour 
tous les y € ©. : 


ha 1 = TG a (, PIE Tu, D m5 
< |}xx Il 


omOxüy " Ëe, 
ce qui démontre le lemme. 


Nous voulons prouver la proposition suivante: si f € C (O.) 
en y, alors 


(f, x) = | (us X (x, y)) dy, XXE Z (O1 X O:), (4.5) 
ie. f(x, y) = f, (). 
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Etant donné (4.2), l'égalité (4.5) est en effet vérifiée par y de la 
forme 2 (x) + (y), où p € Z (O1) et p € Z (O.): 


(1 Dotmvu)= ZT (4) + (4) à 
=> nvuau-((,. Domvu)d. (46) 


Mais l’ensemble de ces fonctions d'essai est dense dans Z (©, x ©.) 
(voir $ 3.2, a)) et on a, selon le lemme, 


(fs DoG)rG))—+(, xx w) dans Co(O:) 


si > p(r)b(y)—>x(z, y) dans Z(O, X O2). Ce résultat et (4.6) 
entraînent la formule cherchée. 


$ 4. Produit de convolution des distributions 


. 1. Définition. Soient f et £g deux fonctions localement sommables 
dans R”. On appelle produit de convolution de f et g, et on note 
f »* g, une fonction localement sommable 


dans KR" définie par l'intégrale | f (y) x 
X g(z — y) dy qui existe pour presque 
tout zE R”': 

re) (= | fQ 8 (zu) dy = 
={ g(y)f(x—y)dy=(gef)(x). (1.1) 


Fig. 19 Voici deux cas où f « £ existe néces- 
sairement. 
a) Soit f € Loc» £ E Lio, SUppf € À,suppg € BP,A et B étant 
tels que l’ensemble 


Tr=1{(@, y):z2€A,yEB, |z+yI<R] 
soit pour tout À > 0 borné dans R*?* (fig. 19). Alors f » g € Loc. 
On a en effet pour tout R > 0 


Î Ifrgidre (T IWIe(r—y)ldydr< 
IxI<R IxI<R 


< | If] 18 dy dE < 
TR 
(théorème de Fubini). 
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En particulier, T\ est borné si f ou g est à support borné. 

b) Soit fE£P et gC£'T si +221. Alors f+gC£', ou 
r nr | 

En choisissant a>0, 60, s>1, 121 de façon que 

+++ it, ar=p—(Îl—a)s, fPr—qg—(1—6$jt, 
auquel cas 
p+É=r=g+e, 

l'inégalité de Hôlder et le théorème de Fubini permettent d'aboutir 
à l'estimation 


ieglBr= (ll r@et-n al ae 
<([frofiee-nfirolet-y)l" Pal dr 


L d 


<f foie a( (1% a]" x 


x [[lete—nit-%'ay] dr &lflleolle Ie. 


Le produit de convolution fe g définit une fonctionnelle régu- 
lière sur 2 (R") par la formule 


ee p= | (ra@otmdr= | pt | fue-nayar- 
=[ ru fee-notaéd (ro ebou+bæ%a, 


1.e. 


fre p=lfHemotmt+ydd, peg. (412 


{Ici nous avons utilisé plusieurs fois le théorème de Fubini.) 
Nous dirons qu'une suite {n:} de fonctions de Z (R") converge 
vers 1 dans R" si a) on trouve pour tout compact Æ un numéro V = 
— N(K) tel que n (x) =1,zE€X, k > N; b) les fonctions 
sont uniformément bornées, ainsi que toutes leurs dérivées, | D“na(z)| << 
<c,, ER, k =, : 
S'agissant de ces suites, il y a toujours existence. Par exemple, 


Mm(z)=Nn (+), où nEZ, n(z)=1, |z|<1. 
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L'égalité (1.2) peut se récrire 
(fe8, = im (f(a)X g(y), mz:y)p(r+y)), PEZ, (1.3) 


{nx} étant toute suite de fonctions de Z (R°") qui converge vers 1 
dans R?. 

En effet, la fonction c, | f (x) g (y) ® (x + y) | est sommable dans 
R?? et majore la suite de fonctions f (x) g (y) nr (zx; y) ® (x + y), 
k = 1, 2,..., qui converge vers f (x) g (y) @ (x + y) p.p. dans 
R?. D'où, par le théorème de Lebesgue, 


À f Ce) 8 (y) @ (z +) dx dy = lim | (x) 8 tu) Mm(zs y)p(x+y)drdy, 


égalité équivalente à (1.3) grâce à (1.2). 

Les égalités (1.3) et (1.2) sont à la base de la définition du pro- 
duit de convolution de deux distributions. Soit f et g de Z° (R”) 
telles que leur produit direct f(x) X g (y) admette un prolongement 
(f (x) X g (y), ® (x + y)) en des fonctions de la forme œ (x + y) 
(p € Z (R") quelconque) au sens suivant: quelle que soit la suite 
{n:} de fonctions de Z (R*") tendant vers 1 dans R2", il existe une 
limite de la suite numérique 


lim FX 8%), mz;:y)p(z+y))=(f(z) X£g(y), p(z+y)) 


qui ne dépend pas de {n:}. On observe que ns (x; y)@(z + y) € 
€ T (R°*) pour tout k, si bien que notre suite numérique se trouve 


définie. 
On appelle produit de convolution, et on note f + g, une fonc- 
tionnelle définie par la formule 
(F8, P)=(f()X8(y), P(z+y))= 
=lim(/()xe(), miz:yp(x+y), pEZ(R). (14) 
On démontre son appartenance à %'’ (R'). Selon le théorème 


de complétude de Z” (voir $ 1.4), il suffit d'établir la continuité 
des fonctionnelles linéaires 


(x) X gGY), mz:y)p(z+uy)), k=1,2,..., (1.5) 
sur Z (R*). Soit py —>0, v +00 dans Z (R*). On a 
NZ; Y)PL(r + y) +0, v+>o dans Z(R°), 


parce que x € Z (R**). Etant donnée la continuité sur Z (R°?”) 
de la fonctionnelle f (rx) X g (y) (voir $ 3.1), on en tire 


(FX 8%), nn x; y) pv (x + y)) +0, v oo, 
ce qui démontre la propriété demandée de (1.5). 
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Comme œ(x + y) n'appartient pas à Z (R°") (elle n’estf'pas 
à support borné dans R*), le second membre de (1.4) n’existekque 
pour certains couples de f et g. Il est donc impossible de définir 
le produit de convolution de deux distributions arbitraires. 

Le produit de convolution d’un nombre quelconque de distribu- 
tions se définit de façon analogue. Soient, par exemple, f, g, hk 
des distributions de Z’(R") et f{n.} une suite de fonctions de 
% (RS") qui a 1 pour limite dans R°”. La fonctionnelle 


sgh p)=(f()X8(Y)XR(:), p(x+y+2))= 
=lim(f(@xe(@)xR(), m5: z)p(z+y+2)), 
pEZ(RT) (1.6) 
(quand elle existe) constitue le produit de convolution de j, get h 
et se note fe£g=h. 


2. Propriétés. — 
a) Commutativité. Si le produit de convolution f » g existe, il 
en est de même de gsf et 


F*g—=8#g*f. 
Cela découle de la définition du produit de convolution (voir 
$ 4.1) et de la commutativité du produit direct (voir $ 3.2, a)): 


(f»8, p)= lim (F2) x 8%), Mm(z; y)p(z+y))= 
= lin (g (y) X f(x), mc y)p(z+y))=(grf, p), pe TZ. 


La définition (1.6) donne de même 
fegnh=fehsg—=hefeg—=...,et ainsi de suite. 


b) Produit de convolution avec la fonction de Dirac. Toute 
distribution f € ° est convolable avec la fonction de Dirac et 


fsô0—=0+i—=f. (2.1) 


Soit EC Z(R") et {n.} une suite de fonctions de Z(R2") qui 
converge vers 1 dans R?. On a 


nm(z;:0)p(z)—p, k—>oo dans Z(R'), 
donc 
(f «6, p)= lim (f(x) x 8 (y), m(z:Y)P(r+y)) = 
= lim (f(x), m(z; 0)p(x))=(f, p), 


c.q.f.d. 
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REMARQUE. La formule f = f e Ô s'interprète de façon suivante: toute 
distribution f est développable suivant les fonctions de Dirac, et l'écriture 
formelle correspondante est souvent 


1@= | f (E) 8 (z—E) d&. 


C'est cette formule qui permet de dire que tout corps matériel est formé de 
ALLÉE que toute source est constituée par des sources ponctuelles, 
etc. (cf. $ 1.1). 


c) Translation. Si le produit de convolution f = g existe, il en 
est de même de f(x +h)s=g(x) quel que soit hER”, et 
f(+heg(z) = fs8)(x+h), (2.2) 


i.e. la translation et la convolution commutent; en d'autres termes, 
l'opérateur de convolution f —f * g est invariant par translation. 

Soit, en effet, {n.} une suite de fonctions n, € Z (R**) qui 
tend vers 1 dans R*". On a pour tout h € R': 


na(t—hk; y) 1, ko dans R?. 


Utilisons les définitions de la translatée (voir $ 1.9) et du produit 
de convolution (voir $ 4.1), il vient pour toute ® € Z (R°): 


(fsg)(z+h), p)=(feg, p(r—h))= 
 .- (F(z) X g(y), miz—hk; y)p(z—h+y))— 


= lim F(z+h) x g(y), mx; y)p(z+y))=(Ff(z+h)eg, p), 


c.q.f.d. En ce qui concerne la translatée du produit direct, nous 
avons utilisé la formule (2.9) du $ 3. 

d) Symétrie. Si le produit de convolution fe g existe, il en est 
de même de f(—xz)eg(—x), et 


f(—2)sg(—2) = (+8) (—2). (2.3) 


La démonstration est analogue à c). 
e) Dérivation. Si le produit de convolution f * g existe, il en est 


de même de D°f+g et f + D°g, et 
D'feg=D"(f»g)=f+D"e. (2.4) 


Le cas des dérivées premières D}, j = 1, ..., n, suffira. Soit 
o € D (R") et {n2:} une suite de fonctions de Z (R°") qui converge 
vers 1 dans R°”. Cette limite est alors celle de {n: + Djn:} dans 
R, Grâce à l'existence de f » g (voir $ 4.1), on en déduit la suite 
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d’égalités 
D,(f+8), = —(f+8, D;p)— 


Le — lim ((() X g(y), (x; y) EH = 


0x; 
= —lin(} (exe) (Gi) p(+u)—p(s+0) ME) = 
=lim (Et ()xeQ, ms: y) p(z+y))+ 
R— 00 j 
Fun (1 () x 8 (y), EME p+ MED | p(z+y)) — 
— lim (f() x 8 (y), Mm(z;y)p(z+y))= 


= lim (D,f (x) x 8(y), mx; 1) p(z+u)+ 


+ (sg, p)—(f+8, p)=(Difs8g, ®), 
d’où la premiere égalité (2.4) pour D;. La deuxième égalité résulte 
de la première et de la commutativité du produit de convolution: 

D;F*g) =D;(g+*fh=Dg*f=f*D;. 
Les égalités (2.1) et (2.4) entraînent 
D°f= D'ôsf—6+D"f, fe. 


On note que l'existence de D°Ÿ * g et f + D°g, | « |>1, n'est 
pas une condition suffisante d'existence de f + g et de validité 
de (2.4). Par exemple, 6° + 1 = Ô * 1 = 1, mais 6 * 1° = 6 * 0 — 

f) L'opération f —+f * g est linéaire sur l'ensemble des distribu- 
tions f qui sont convolables avec g. 
= Cette propriété résulte de suite de la définition (1.4) et de la 
linéarité de f —f X g (voir $ 3.2, c)). 

L'opération f —+f * g n’est en général pas continue de 2°’ dans 
ZT’. Par exemple, 


Ô(r—k) +0, ko dans 2’, mais 1 * Ô (zx — k) = 1. 
g) Si le produit de convolution f * g existe, alors 


supp (f + g) € supp f + supp £g. (2.5) 


Soit {2} une suite de fonctions de Z(R2") convergente vers 
1 dans R? et pE Z (R”) telle que 


supp ® f\ supp f + supp g= S. (2.6) 
5—0824 
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Puisque supp (f X g) = supp f X supp g (voir $ 3.2, d)), on a 
supp [f (x) X g(y)]N supp [m (x; y)P(z+yIE 
€ [supp f X supp g]N{(x, y):z+y € suppq] = GS. 
Donc on a (par suite du $ 1.5, a)) 
(f°8, p)= lim (FX 8%), mz: y)p(z+y))=0 


pour toutes les fonctions d’essai ® de Z (R") qui vérifient la con- 
dition (2.6). Cela équivaut à la validité de l’inclusion (2.5). 


REMARQUE. Tout supp f + supp g n’est pas fermé. L'égalité n’a en général 
pas lieu dans (2.5) qui devient par exemple pour 6” # 6 = 6 : {0} C{r > 0). 


h) Associativité. L'opération de convolution n'est en général 
pas associative, par exemple: 
{= 8’)+6—=1 *06—0+0—0, mais 1 + (0 +06)= 1+0—1, 
Il n’en est rien si f * g + h existe. Plus précisément, 
si les produits de convolution f * g et f * g * h existent, il en est 
de même de (f*g)+h,eti 
Fra) *h=f*g*h. (2.7) 


Soit {n:} et {E:} deux suites de fonctions de Z(R°") qui ont 1 
pour limite dans R°. Il y a alors convergence vers 1 dans R°” 
de la suite 


ni (ti Y)ER(z + y; 2), i—o0, k — 00 


de fonctions de % (R‘°). Ce résultat et l’existence du produit de 
convolution f*g+h (voir $ 4.1) impliquent l'existence de la 
double limite 


lin (f@xeWXhkG, MGR G+y:De(œ+y+2)= 


Rk— 00 
—=(fsgsh,e), pEZ(R?), 
donc celle de 


(fsegsh, p) = | 
=limlim(()xemxh(), mGivh+y; Jo(c+v+2)= 


= lin lim (f (a) x &(U), mas) (e). Br +: 2 pE+y+2)= 
= lim (Cf eg) (6), (h (2), Ex ( ; 2) p (Et + 2))) = 
= lim (fe) XR(), BE: 2pE+2)=((Feg)%h, p), 


ce qui démontre l'existence de (f * g) * h (voir $ 4.1) et l'égalité 
(2.7). 
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ConNSeQUENCE. S'il existe les produits de convolution f*g#* 
sh, f+g, g*het f+h, il en est demêmedes(f*g)+h,f+*(g*h), 
F+h)*g,et 

frgsh= (fre *h=f*(g*h=(frh#8, 
ie. on constate l'associativité. 
3. Existence. Etablissons des conditions suffisantes (autres que 


celles du $ 4.1) pour qu’un produit de convolution existe manifes- 
tement dans %’. On rappelle (fig. 19) que 


TRr=|(& y :z€EA,yEB, |z+yl< R]; 
quant à la définition de l’espace Z° (A), le lecteur est prié de re- 
voir $ 1.5. 


THEOREME. On suppose que fEZ'(A), gE Z'(B) et que 
l'ensemble Tr, R >0 quelconque, est borné dans R°* . Alors le pro- 


duit de convolution f * g existe dans Z' (A + B) et s'exprime par 
fre p=FGx£g(4), EÉGnyo(+uy)), pEZ, (3.1) 


E et n étant des fonctions arbitraires de C°® égales à 1 dans 4° et B° 
et à O en dehors de A“ et B° respectivement (e => 0 quelconque). Ceci 
étant, l'opération f —f * g est continue de Z'° (A) dans J° (A + B). 

D£EMONSTRATION. Soit ®@E Z (Ur) et {n:} une suite de fonc- 
tions nr € Z (R°") qui converge vers 1 dans R°?". Comme 

supp (f X g) = suppf X suppgcAXB 
(voir $ 3.2, d)), on a 
supp {{f (x) X g()p(z+y)}= 
C((z,y):264, yeB, [r+y|l<R]=TR. 


La propriété de borne de TA fait qu’on trouve un numéro W = 
= N(R) tel que mn (x; y) = 1 pour tout ÆAZN au voisinage 
de TR. Aussi 


(f»8, q)= lim (f(x) X g (y), mz: y)p(z+y)) = 
= lim (f() X ge()p(z+y), na (x; y)) = 


= (f(2) X 8 (y), nn (x 5 y) px +y)), 
et la représentation 


(f #8, p) = (LD) X£ (Y), nx (x; y p(z+y)), PE Z (Ur), (3.2) 


5* 
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se trouve démontrée. Elle est évidemment indépendante de la fonc- 
tion auxiliaire nn (x; y) qu’on peut donc remplacer par E (x) n (y). 
En effet, la fonction E(x)n (y) ® (x + y) EZ (R°*) parce que 
l’ensemble 


Tre=l(x, y):zE A", yeB*, I|z+y|ISRICTR 


est borné dans e°* pour tout R > 0 et tout e >> 0. Puisque la fonc- 


tion [nv(z; y) — E(z)n (y)lq (x + y), p E Z(Ux), s'annule au 
voisinage de Ta, la formule (3.1) s'avère prouvée. 
L’inclusion (2.5) entraîne 


supp (f*£8)S A+B, 


si bien que f —+f + g transforme Z’ (4) en 2° (4 + B). L'opération 
est continue, propriété qui découle de la continuité en f du produit 


Fig. 20 


direct f X g (voir $ 3.2, c)) et de la représentation (3.1) : si f, 0, 
k —+o dans 2” (4), alors 


(fes, p)=(fr (x) X g(y), E(z)n (y) p(z+y)) +0 


pour toute @ € Z, i.e. fx * g +0, k —+ oo dans 2° (A + B), c.q.f.d. 
Le produit de convolution f * g peut ne pas être continu en l’en- 
semble des f, g. Témoin cet exemple simple: 


Ô(z+k)—+0, k—>+oo, Ô(r—k) +0, k—+>+oo, 
mais 


Ê(z+k)s Ô(z—k) = 0 » Ü = 6. 


Il] y a intérêt à s'arrêter sur un cas particulier du théorème. 
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SifeZ'etgEË’, le produit de convolution f * g existe et prend 
la forme 


fra p = X8G%), nwpz+y)), eZ, (3.3) 
avec n toute fonction d'essai de Ÿ égale à 1 au voisinage du support de g. 
En effet, la condition de borne de TR est alors remplie pour 
tout À >> 0 (fig. 20): si supp ge Ur’, alors Tr = [(z, y):z ER", 
y E supp £, [zx + y ISRIE ÜUr+r' X Un. 
On a, de la même manière, le résultat suivant: si f € Z' a 
D Ses CE. alors il existe f * D %...*_£m (voir $ 4.1) q 
est associatif et commutatif ($ 4.2% a), h)), et la formule (3.3) s'écrit : 
(fegis... 8m, P)= (f(x) X 81) X 
 X Em(z): MY)... Nn(2)P(T+y+...+2)), pEZ. (3.4) 
Mais si f E C® et g € €”, alors le produit de convolution f * g E C® 
et la formule (3.3) se met sous la forme 
(esg)() = (8), f(z—y)), (3.5) 
où g prolonge g à C® = C® (R") (voir & 2.5). 
On établit, comme dans le Lemme du $ 3.1, que 


(g(y), f(z—y))= (eg), ny) f(z—y)) EC. 
On a, à partir de (3.3), pour toute € Z: 


ee, = (8 (nt) | 1H PE +) &)= 
= (£ (y). | n(v) f(z—y) p(x) dr). 


Si l’on note que n (y) f ie — y) o (x) ED (R*), on obtient moyen- 
nant la formule (3.2) du $ 3 


Pre g)= | (&U), nt) f(&— y)? (x) à, 


d'où (3.5). 

Un autre résultat analogue: si f E C°(R" X {0}) et geéë, 
le produit de convolution f * g dans R" X supp g s'exprime par 
la formule (3.5); en particulier, f * g EC®=(R" X supp g). 


4. Cônes dans KR”. Un ensemble l tel que six € l', alors Az ET 
pour tout À >> 0, constitue un cône dans R" (de sommet en 0). 
On désigne par pr [l'intersection de avec la sphère unité (fig. 21). 


Un cône l’est dit compact dans T (ce qui se note T’Œ T)sipri'« 
a prT (fig. 21). 
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Le cône 
T*={E:(E, x) > 0, Vrerl] 
est dual de T. C’est évidemment un cône convexe fermé ayant son 


sommet en 0 (fig. 22) et (l*)* = ch l’, ch l étant l'enveloppe con- 
vexe de T (voir $ 0.2). 


Fig. 21 Fig. 22 


Un cône T est pointé s’il existe un plan d’appuià ch T qui n’a 
en commun avec ch l que O0 (fig. 22). 


EXEMPLES DE CONES POINTES CONVEXES. a) Angle positif de deux 
axes de coordonnées. 


R'efrmu>0,...2, 0), (R')*=R?. 
b) Cône de lumière futur dans R"*!. 
Vr={z:(ro x): >lxll (V1) = V+. 
c) Origine des coordonnées {0}, {0}* — R”. 
Cependant, le cône Ri X R°-1 = [x: r, > 0] n’est pas pointé. 


d) Cône P, & R" de matrices À = (x,,) (hermitiennes) positi- 


ves d'ordre nr, P* = P,, avec P, un cône de matrices non néga- 
tives. Cela résulte de l'affirmation suivante: pour que X € P,, 
il faut et il suffit que 


(X, E)=Tr(XE)= À zpaëap > 0 
P.q 
quel que soit EC P,, EÆ0. 


Lexme 1. Les affirmations suivantes sont équivalentes : 
1) le cône T' est pointé; 


2) le cône ch l' ne contient aucune droite; 
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3) int F* Æ@; 
4) il existe pour tout C'Œ int T* un nombre o = & (C') > 0 
tel qu’on ait 


(&, z)>oltllzl, ÉEC’, zechTr; (4.1) 
5) étant donné un e € print T* quelconque, l’ensemble 
B.=[r:0<(e,r)<1, zechT] 
est borné (fig. 22). 


DEMONSTRATION. 1)=> 2). Si ch l contient la droite x — 1° + fe, 
—00 «TZ {Zoo (|[e | = 1), il contient également la droite x — 
— te, —o << t< oo. Cette droite doit donc être contenue dans 
tout plan d'appui à ch l, ce qui contredit 1). 

2) = 3). Si int T* = G, l* se situe dans un plan (7 — 1)-di- 
mensionnel (e, x) = 0 ([e |! = 1) parce qu'il est convexe de som- 
met 0. Aussi +e € F** = ch F, auquel cas la droite y = te, —o0 << 
< t< œ, est dans ch l, ce qui contredit 2). 

3) = 4). Puisque le cône C” a tous ses points autres que 0 inté- 
rieurs à T*, on a (£, x) > 0 pour tous les EE C’et zE ch T. Cette 
propriété jointe à la continuité et à l’homogénéité de la forme (£, x) 
entraîne l'existence de o > 0 qui vérifie (4.1). 

4) = 5) Prenons un e€print l'* quelconque et appliquons 
l'inégalité (4.1): (e, x)Z0o |x |, zEchT, il vient la borne de 

: 1 
Bi lr IS È<—. 

5) = 1). Si l’ensemble B, est borné pour un e€print l*, 
alors le plan (e, x) = 0 ne touche ch l qu’au point 0. 

Le lemme est démontré. 


LEMME 2. Si [ est un cône convexe, alors = rT+Tr. 

DEMONSTRATION. L'’inclusion FEF+T est évidente. Soit 
zCF+T de sorte que x = y + z, avec yElet zET. Tout À€ 
€ (0, 1) vérifie alors x = À + (1 — À) + ETetdoncT + Te 
« T, d’où le résultat cherché. 


On appelle indicatrice d'un cône l une fonction ur (E) définie 
par la formule 


ur(E)= — inf (6, zx). 
xeprF 


ur (£) est par définition une fonction homogène convexe (donc 
continue) (voir p.ex. Vladimirov (6; [1], chap. 11) du premier 
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degré définie sur R'" tout entier. De plus, 
ur (Ë) <henr (6), 
br (£) — — À (E, or), È€ PF, 
et ur(£}>0 pour EélT*. Ainsi, 
P*= [8 : ur (6) OI], 


si bien qu'étant donnée l'égalité ch l = T**, l'indicatrice de l 
ne définit complètement que la fermeture de son enveloppe convexe. 


EXEMPLE. 
1 
T7= E|—&o), Eé—V", 
ur = | D (IE 
[| EC—V*. 
LEMME 3. Si l'est un cône convexe, alors 


B:prE)<a]=T* +0 (4.2) 
pour tout a >. 


DE£EMONSTRATION. L'’inclusion 


T*+U CE: ur(E)<e] (4.3) 
est triviale: si E—E,;+t, E,CT*, |E[<a, alors 
ur ()= — inf (6, z)= — inf [(E, x) + (Be, r)]< — inf (2, z) <a 
xEprr xEprr xeEprr 
parce que (E,, x)>0, zerT. 

On démontre l'inclusion contraire. Soit Eçun point tel queur(bo) 
<a. Si kb ET* ou |E, Ia, alors E ET* + U,. Soit E 4 T*, 
| ÉÈ l>a,etE, ET* un point quiréalise la distance de E, à T*, 
A(Eo T*)=] &o — E |. Comme l'* est 
convexe (fig. 23), on a dans ce cas: 

a) (E: — &o, E)>0, ÈC pe 

b) (Ë: — 0, E1) = 0. 
€ La première inégalité entraine Ei— 
4e —t,€r**=T, donc 

a zur (0) = 


= — inf (Ro, 2)> — (Lo, EE), 
Fig. 23 xeprT | £1 — 60 | 


ce qui équivaut, par suite de b), à | E, — E, | Sa. Ainsi, le point 
Eo = E1 + (Eo — E1) est la somme de deux termes: E, € T'* et E, — 
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— E € U,,i.e. EE T* + U,, ce qui démontre l'inclusion récipro- 
que (4.3) et, partant, l'égalité (4.2). La démonstration du Lemme 3 
est achevée. 


Soit F un cône pointé convexe fermé. On introduit la notation 
C=int l*(C = @ selon le Lemme 1). Une surface S régulière 
(rx — 1)-dimensionnelle sans bord est dite du genre C si elle ren- 
contre toute droite zx = xzo + te, —o << { << ©, e Epr F, en un seul 


Fig. 24 


point ; en d’autres termes, quel que soit x € S$, le cône l'+ x coupe S 
en un seul point x (fig. 24). Ainsi, une surface S du genre C partage 
R" en deux domaines infinis S, et S_, S;{[J S_U S = R". La 
normale n, à S en tout point x est dans le cône l'* + zx (fig. 24). 


ExeMpze. Une surface S dans R”*! définie par 
zo=f(x), [gradf(x)[<Ko<1, xeR?, fec', 
est du genre V+ (du genre espace). 


LEMME 4. Si S est une surface du genre C, alors 
S: =S+T. (4.4) 


DeMonNSTRATION. Soit 2) E S+. La droite = +ite, || < 
<æo,e£pri, rencontre S en un point z = zo — he, t, >0 
(fig. 24) de sorte que 0 = 1 + fe, m ES, te ET, et on a l'inclu- 
sion $. € S + l. L'inclusion évidente S + € S+ jointe à l'in- 
clusion contraire conduit à (4.4). Le lemme se trouve démontré. 


LEMME 5. Soit S une surface du genre C. Alors il existe pour 
tout R >0 un nombre R’ (R) > 0 tel que l'ensemble 
Tr = (x y):zES,yeT, Irz+yI<R] 
soit contenu dans la boule Ur: € R7. 


DEMONSTRATION. S étant une surface du genre C, tout point 
z ES représentéi par E — y, y ET, |EISAR, s'écrit x — 6 —eT, 
eEprT, où le nombre T = T (e, Ë) est défini de façon unique par 
e et Ë et constitue une fonction continue de (e, E) sur le compact 
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<E€ pri, [J8 IR. C'est pourquoi [(y, E):y —eT(e, t),eEprT, 
| E [SR] est borné, ainsi que l’ensemble T7». 

Une surface S du genre C sera dite du genre strict si l’on a sous 
les hypothèses du Lemme 5: 


R'(R}<a({+R), v>i, a>0. (4.5) 


ExEMPLE. Le plan (e, x) = 0, eE€prC, est du genre C 
strict si v = 1 (en vertu du Lemme 1). 


5. Algèbres de convolution 2° (© + ) et Z’(F). Nous dirons 
d’un ensemble À qu'il est limité par rapport äuncôneT siA ET +X, 
K étant un compact (fig. 25). Il est clair que les ensembles limités 
par rapport au cône {0} sont compacts dans R”. 


4 


r T+K 


Fig. 25 


Soit © un cône fermé dans R”. Nous appellerons Z° (T +) 
l’ensemble des distributions de Z” à support limité par rapport à Tr. 
On munit Z’ (1 +) de la convergence suivante: f, —0, k — oo 
dans Z°(T +) si f, 0, 4 oo dans 2” et suppf, ET + X, 
le compact X étant indépendant de # (*). On introduit la notation 
D’ ({0} +) = 6”, 6’ étant l’espace des distributions à support com- 
pact (cf. $ 2.5). 

Soient T un cône pointé convexe fermé, € = int l'*, S une sur- 
face du genre C et S, le domaine au-dessus de S (voir $ 4.4). 

Si fEZ'(T+)et gE D'(S;), le produit de convolution fs g 
existe dans Z' et s'exprime comme 


Pre = (x) X 84), ÉGinwye(+y), pe, (51) 


avec E et n deux fonctions quelconques de C°® égales à 1 dans (supp f)° 


et (supp g)° et à O0 en dehors de (supp f)”* et (supp g)”° respectivement 
(e > 0 quelconque). Ceci étant, si supp fcT+K, avec K un compact, 


(*) Les autres espaces des distributions, p.ex. #° (T+), Cr (T+) s’inter- 
prètent de façon analogue (voir 8$ 5 et 7). 
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alors supp(fsg) <S,:+K et les opérations correspondantes f — 
— fsget g—>fs g sont continues. 

L'affirmation découle du Théorème du $ 4.3 pour À = FT + X 
et B = S., si l’on tient compte de.la borne de l’ensemble 


Tr =l(& Y:zET+K,yES4, |z + y IR] = 
= [(z, y):zET+K,yES+T, |z+yI<R] 
pour tout À > 0 et des égalités 


THK+S =THKETES=T+ES+K=S,+K 


(Lemmes 2, 4, 5 du $ 4.4). 
Ci-dessous un cas particulier important du dernier critère. 


TH£OREME. Soit l' un cône pointé convexe fermé. Si f E Z'(T© +) 
et gEZ'(T +), alors le produit de convolution f» g existe dans 
Z" (T +) et est représenté par la formule (5.1), l'opération f—fs g 
étant continue de Z'(T +) dans Z'(T +). 


DEMONSTRATION. Puisque l'+ Æ, avec À un compact, est dans S, 
pour une surface S du genre C (qui dépend de X), le critère précé- 
dent entraîne l’existence de f * g dans Z” et la représentation (5.1). 
On démontre que f*g€Z'(T +). Soit supp f€T +X, et 
supp gST + X,, où X, et X, sont des compacts dans R”. Utili- 
sons l'inclusion (2.5) et le Lemme 2 du $ 4.4, il vient 


supp(fsg)EF+Ki+T+Ko=T+ EX; +Kk2 


de sorte que f * g appartient à Z”([ +) et f —+f * g est continue 
de Z°(T +) dans Z”(T +), ce qui prouve le théorème. 


On établit de même que les distributions € 2” (F +) en nombre 
quelconque (voir $ 4.1) ont leur produit de convolution dans 2° (T +) 
et que ce produit s'exprime par une formule analogue à (5.1). 

On en déduit, compte tenu des résultats du $ 4.2, h), l’associativité 
du produit de convolution de distributions de 2° (T +). 

Un espace vectoriel s'appelle algèbre s'il est muni d’une multi- 
plication linéaire en chaque facteur. Une algèbre est associative 
si æ(yz) = (xy) z et commutative si xy = yx. 

Les résultats de ce numéro permettent de dire que l’espace 2D'(T +) 
des distributions constitue une algèbre associative ef commutative si 
l'on prend pour multiplication l'opération de convolution *. L'unité 
de ces algèbres de convolution est la fonction de Dirac (voir $ 4.2, b)). 

On observe que l'espace 2” (T) des distributions constitue égale- 
ment une algèbre de convolution, une partie de l'algèbre T° (T +). 
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En effet, si f€EZ'(T) et geZ’(T), alors supp(f*g) € 


€ supp f + suppgacrT+T=PF,si bien que f * g E Z”(T). (Nous 
avons utilisé une fois de plus l’inclusion (2.5) et le Lemme 2 du $ 4.4.) 


6. Régularisées d’une distribution. Généralisons la notion de 
produit de convolution f * g au cas où f et g sont deux distributions 
de Z” (©), g étant à support compact suffisamment petit dans ©: 
supp ga U, et ©, Æ (voir $ 0.2 et 
fig. 26). Conformément à (3.3), on pose 
par définition 
F +8 p)=C (x) X g (y), n (Y)e (& + y)), 

p € Z (OL), (6.1) 


nEZD(O), n(y) = 1 au voisinage de 
su 


PP £- 
L'opération @ —+ 1 (y) ® (x + y) est par 
Fig. 26 construction linéaire et continue de Z (©,) 
dans Z (© X ©). Il en résulte que le second 
membre de (6.1) détermine une fonctionnelle linéaire continue sur 
D (O.) de sorte que f * g € Z° (O,). On s'assure sans peine (cf. $ 4.3) 
que le second membre de (6.1) ne dépend pas de la fonction auxiliaire 
n et on établit comme au $ 4.2 que le produit de convolution f * g 
est commutatif, continu en f et g pris séparément et que f * Ô = f. 
Dans le cas particulier & € 2 (U,) on utilise la représentation 
(6.1), on raisonne comme au $ 4.3 pour la formule (3.5) et on aboutit 
à la forme suivante de f *«: 


Fsa)(x) = (FU), «(r—y)}, zEO., (6.2) 
d'où f*#ae€eC®(0O,) et 
( * a) (0) = ( (y), « (—y)) = (6, f + a). (6.3) 
La formule (6.1) s'écrit en vertu de (6.2): 
f*g pp =(6 g(—-y)*9), eZ (OL). (6.4) 


On observe qu'avec © = R" la dernière formule découle de 
(3.3) et (6.2). 

Soit w, (x) une calotte (voir $ 1.2) et f une distribution de Z” (©). 
Le produit de convolution 


fe (x) = ( * @e) (x) = ( (y), ©, (x — y)) 


constitue une régularisée de f (cf. la définition correspondant à f € 
€ Lioc (©), voir $ 1.2). Les résultats obtenus fournissent f, € C® (O.). 
On démontre 


fe —f, e +0 dans Z”(O). (6.5) 
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En effet, cette relation limite découle de w, (x) 6 (x), 8 — +0 
dans Z” (voir $ 1.7) et de la continuité du produit de convolution 
vu que 


fR =f*o —f+*ô =f, e —+ +0 dans Z’(O). 


Ainsi, toute distribution de Z' (©) est la limite faible de ses régu- 
larisées. 


Cette affirmation est à la base du résultat plus fort. 


TH£OREME. Toute distribution f € Z' (©) est la limite faible 
des fonctions d'essai de T (©), i.e. % (©) est dense dans Z' (O). 


DE£EMONSTRATION. Soit f, (x) une régularisée de f, O, E O, Œ 
E..., UO=O, en = A(O;, d0)>0 et nn: € Z (0), 


R 
Na (x) = 1, z EOz:_,. On démontre que la suite n4 (x) fe, (x), À = 
— 4, 2,..., de fonctions d'essai de Z (©) converge vers f dans 
D'(O). En effet, er 0, k oo et toute @E Z (©) vérifie, 
par suite de (6.5), la relation limite 


lim (Male, p) Ti (Je, 1x?) = in (fe, p) (f, @), 
<.q.f.d. 


RÉMARQUE. La complétude de l'espace Z’ (O) (voir & 1.4) entraîne la ré- 
ciproque du théorème: toute limite faible de fonctions localement sommables 
dans ( est une distribution de Z’ (©). Une théorie des distributions se formule 
donc en termes de suites faiblement convergentes de fonctions localement som- 
mables ordinaires. Voir à ce propos Antosik, Mikusirski, Sikorski [1]. 

Il y a lieu d'attirer l'attention du lecteur sur l’analogie suivante. En un 
sens, les distributions sont aux fonctions d’essai ce que les nombres irrationnels 
sont aux nombres rationnels: en complétant l’ensemble des nombres rationnels 
par toutes les limites des suites de nombres rationnels, on obtient les nombres 
réels, et en complétant l’ensemble des fonctions d’essai par toutes les limites 
faibles des suites de ses éléments, on aboutit aux distributions. 


7. Produit de convolution en tant qu’opérateur linéaire continu 
invariant par translation. Un opérateur Z de Z” dans Z” est dit 
invariant par translation si Lf (x + h) = (Lf) (x + h) quelles que 
soient fEZ'ethER". 

La convergence dans l’espace C”— C°(R") a été définie au 
$ 2.5, celle dans l’espace 6” au $ 4.5; quant à 6’, ensemble des 
fonctionnelles linéaires continues sur C”, voir $ 2.5. 


THÉOREME Un opérateur L est linéaire continu et invariant par 
translation de €’ dans Z” si et seulement s'il est un opérateur de con- 
volution, i.e. il admet une représentation de la forme L = f, *, avec fo 
une distribution de D”. Ceci étant, fs, noyau de L, est unique et s’expri- 
me par la formule f,—= Lô. 
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DEMONSTRATION. La suffisance découle des résultats des 
$$ 4.3 et 4.2, à savoir, l'opérateur de convolution f —+fo * f, fo € 
€ ZT”, est linéaire continu et invariant par translation de &’ dans Z”, 
et fo * Ô = fo 

La démonstration de la nécessité doit être précédée de celle du 


LEMME. Pour qu'unopérateur L soit linéaire continu et inva- 


riant par translation de T dans C°”, il faut et ilsuffit qu'il soit un 
opérateur de convolution L = fo *, fo € Z”, le noyau f, étant unique. 


D£EMONSTRATION. On démontre la suffisance si l’on établit 
la continuité de 


p—+>fo*P=(fo(y), P(z—y)) 


(voir (6.2)) de Z dans C”. Cette propriété résulte de l'inégalité 
(voir Théorème du $ 1.3) 


[D (fo p)(z)1=1 (fo (y), D (z—y))I<K I pllomtiær (7.1) 


luste pour tous les ® € Z (Un) et |z | < R, (ici À et m dépendent 
de R et R;). 


Nécessire. Avec l'hypothèse faite, la fonctionnelle (Zoœ) (0) est 
jinéaire et continue sur Z. Il existe donc une distribution f, € 2° 
(visiblement unique) telle que (Lo) (0) = (f, (—zx), æ). L'opérateur 
L étant invariant par translation, on en tire pour tout zx, € KR”: 
(Lo (x + zo)) (0) = (Lo) (xo) = Go (—2), ? (& + %o)) = 

= (fo (x), P (zo — 7)) = Co * D) (to), 


ce qui achève la démonstration du lemme. 


DEMONSTRATION DE LA NÉCESSITÉ des conditions du  théo- 
rème. L, = L — Lô * est linéaire continu et invariant par trans- 
lation de 6’ dans Z” (voir Démonstration de la suffisance). On a de 
plus pour tout z, € KR”: 


LA6 (x + zo) = (LS — LÔ * 8) (x + zo) — 
= (Lô — Lô) (x + xo) = 0, 
si bien que Z, s'annule sur toutes les translatées de la fonction 


de Dirac. On suppose maintenant que œ@ est une fonction d'essai 
arbitraire de Z, auquel cas 


_— D. p()6(z—+) (x), N— 00 dans 6’, 
OSIRISN 
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car toute WEC” vérifie 
| k k 
Nr > p(r)b()— | pt) ptdr, N = co. 
OSIRISN 
La linéarité et la continuité de 6’ dans Z” de L, entraînent donc 


Le=tnl(g 3 o(r)6(e-7)]=0 ves. 


O<IRI<N 


Soit f une distribution quelconque de 6”. On forme une suite {f,} 
de fonctions f, € qui converge vers f dans 6” (voir $ 4.6). On en 
déduit, compte tenu de la continuité mentionnée de Z,: L,f = 
= lim Lifrn = 0 pour toute f € 6” de sorte que Z, = 0, donc L = 
—= LôÔ*— 1o*. 

On prouve l’unicité du noyau f, de l’opérateur L: si f, € Z” est 
telle que f, *f — O0 pour toute f € 6’, donc pour toute f € Z”, 
alors f, = 0 en vertu du lemme ci-dessus. Le théorème se trouve. 
démontré. 


8. Quelques applications. a) POTENTIEL NEWTONIEN. Soit f € Z’. 
Le produit de convolution 
1 


Iz| 


Va per “h n>3; V,=ln “f, n=2 
(quand il existe) s'appelle respectivement potentiel newtonien et 
potentiel logarithmique de densité f. 

Le potentiel V, vérifie l'équation de Poisson 


AVr=—(n—2)0,f, n>3; AV;:= —2nf. 


En effet, les formules (3.10) du $ 2 et (2.4) donnent pour n>3 


AV=A (ref) = Arr i= 


= —(n—2) 0,6% f= —(n— I) onf à 


on procède de même pour nr = 2. 

Si f —p(x) est une fonction à support borné, sommable sur 
R, 7223, V, correspondant s'appelle potentiel de volume. Dans 
ce cas, V, est une fonction localement sommable dans R" et s'écrit 
sous forme intégrale 

= P (y) dy | 

Vat)= | TES (8.1) 

(en conformité avec la formule (1.1) pour le produit de convolution 

de p (x) à support borné, sommable sur R° par | x |-”"*? localement 
sommable dans KR”). 
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Etant données f = uô$ et f= —— (vôs), simple et double 


couches étendues sur une surface régulière par morceaux S € KR", 
nZz3, avec les densités superficielles respectives u et v (voir $$ 1.7 
et 2.3), les das newtoniens 


(1) 1 


) à 
‘D . po <= * uÔs, n — re L FT (vôs) 


constituent les potentiels superficiels de simple et de double couche 
de densité pu et v. 

Si S est une surface limitée, V et V‘? sont des fonctions locale- 
ment sommables dans R" et admettent la représentation intégrale 


(0) ( (1) Ô Î 
Vh' (x) = br 48 4 (x) = v (y) 3, mr Sy (8.2) 
Pour fixer les idées, on démontre la seconde égalité. Utilisons la 
représentation (3.3) et la définition de la double couche (voir $ 2.3), 


il vient pour toute @ € Z la suite d'égalités (la fonction n € Z 
et n (x) = 1 au voisinage de S) 


a, g= (rt Es), p)= 
= — (fe x À (vôs) (), np +E)= 
= — (7 (v60), n(u) | ER æ) = 
= [vu [ne | SEÈe]as, — 
AUS 1%) _Gzd8, = 


[z—y [TE 
1 
= (vo foc das, = 
S 
: ô 1 
= | @ (zx) | VO) pvp 95, d2, 
S 


d’où l'intégrale (8.2) cherchée. On intervertit l’ordre d’intégration 
par recours au théorème de 7. vu _. existe l'intégrale réitérée 


TOI dx a8,, 
S 


ên, | Z—y Tue 


b) FORMULE DE GREEN. SoitG © R”, r2>3, un domaine limité 
par une frontière S régulière par morceaux et u € C* (G) f C* (G). 
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La dernière fonction est alors représentée par la somme de trois 
potentiels newtoniens à l’aide de la formule de Green (n étant la 
normale extérieure à S): 


. 1 Au (y) 
(n—2) On d [z— y |" dy+ 


14 (1 du) à { : 
T3 On = on u (y) ôny Jz=yl—* |a8, = 


fu(z), zeG, 
{ 0, zréG. 


En effet, on suppose u (x) prolongée par 0 pour z é G et on 
utilise les formules (3.7”) et (3.10) du $ 2; il vient 


1 1 4 
m=3 0, A GT su = CE LME s Au — 


(8.3) 


u—Oeu— — 


1 4 q 
= ppp (aa 6s— 2 (uêe) | 


On en tire (8.3) moyennant (8.1) et (8.2). 
En particulier, si u (x) est harmonique dans G, la représentation 
(8.3) devient la formule de Green pour les fonctions harmoniques 


4 1 du (y) J 1 _ 
sa | "0 mr], - 
= | u(z), zEG, 
| 0, zéc. 


Dans le cas n—2, on déduit des formules analogues à (8.3) 


« : y» : 1 
et à (8.4) et la solution élémentaire m—2) on [zfr5 


(8.4) 


doit être 


remplacée par —— In|z|. 


REMARQUE. La formule de Green (8.4) donne les valeurs d’une fonction 
er Les dans un domaine par l'intermédiaire de ses valeurs et de celles de 
sa dérivée normale sur la frontière. Elle est analogue de ce point de vue à la 
formule de Cauchy pour les fonctions analytiques. 


c) UNE ÉQUATION DE CON VOLUTION est de la forme 
atu = f, (8.5) 


a et f étant deux distributions données de 2’ et u la distribution 
inconnue appartenant à 2’. La classe d'équations de convolution 
contient toutes les équations linéaires aux dérivées partielles à coef- 


6—0824 
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ficients constants: 
a(z)= D aD'ô(z), asu—= Y aD°u(x): 
[al<m [a |<m 


les équations aux différences linéaires 


a (z) = D de0(T—ZTa), avu—= D Gau (T— Ta); 
les équations intégrales linéaires de première espèce 
2E£he avu= (u(y)a(z—y) dy: 
les équations intégrales linéaires de deuxième espèce 
a=ô+#, ELle avuœu(z)+|u(y)# (x dy; 


les équations intégro-différentielles linéaires, etc. 
On appelle solution élémentaire de l’opérateur de convolution 
a* une distribution 8 € Z” qui vérifie pour f = Ô l'équation (8.5), 


a * ë = 6. (8.6) 
La solution élémentaire 6 n'est en général pas unique: elle est 


définie à 6,, solution quelconque dans Z’ de l’équation homogène 
a * 69 = 0, près. En effet, 


ar*(é +é)=a*é+aré, = 6. 


EXEMPLES. 1) La fonction 6, (x) définie au $ 2.3, h) est solu- 
tion élémentaire du Laplacien, A6, = 
2) La formule 6 (x) + C donne la forme générale d’une solution 


élémentaire dans Z° de l’opérateur _ — 0” * (voir $ 2.2et $ 2.3, c)). 


Admettons que a* possède une solution élémentaire dans Z” 
et notons À (a, 6) l'ensemble des distributions f € Z’ telles que 
les produits de convolution 6 *f et a * 8 +*f existent dans Ÿ”. 

On a le 


TæeoreME . Soit f E À (a, 6). Alors l'équation (8.5) admet une 
solution u définie par la formule 


= gx. (8.7) 
La solution de (8.5) est unique dans la classe À (a, 6). 
DEMonSTRATION. La distribution u — 6 *f satisfait à l’équa- 


tion (8.5) parce qu'on a, par suite de la commutativité et de l’associa- 
tivité du produit de convolution (voir $ 4.2, h); il y a existence 
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de 6 *f et de a * 6 = 6), 

atu—=ar(8 *f)=a*é+*f—=(aré)sf— 60 +*f = f. 
Démontrons l'unicité: si a+*u—0 et uEA(a, 6), alors 

u=u*ô0—u*(asé) =usaxé =(ura)+é = 0 * Ë =0, 


i.e. le théorème se trouve prouvé. 


REMARQUE. On interprète physiquement la solution (8.7) u = € » f. 
Mettons la source f (x) sous forme de « somme » de sources ponctuelles f (ë) X 
X Ô(z — &) (voir $ 4.2, b)), 


f@=ts8= | f ®) 5 (z—E) dà. 


La solution élémentaire # (x) est une perturbation issue de la source ponctuelle 
Ô (x). Les propriétés de linéarité et d invariance par translation de l'opérateur 
de convolution a = (voir $ 4.7) permettent d'en deduire que toute source ponc- 
tuelle f(E) Ô (x — E) produit une perturbation f (Ë) 4 (x — E). On attend 
naturellement que la « somme » (superposition) 


| 1Œ) 8 (z—E) = f 


donne la perturbation totale due à la source /, i.e. la solution u de l'équation (8.5). 
Le théorème démontré met en formule ces considérations peu rigoureuses. 


d) ÉQUATIONS DANS DES ALGÈBRES DE CONVOLUTION. Soit À une 
algèbre de convolution, disons Z”(T+), Z°’ (T) (voir $ 4.5). 
Considérons l'équation (8.5) dans l'algèbre À, ïi.e. nous 
supposerons que a € À, f € À, et cherchons la solution u dans À. 
Le théorème ci-dessus s'énonce dans l'algèbre À: si l'opérateur 
a+ admet dans À une solution élémentaire 6, alors la solution u de 
(8.5) est unique dans À, existe pour toute f € À et s'exprime par la 
formule u = € * f. 

Dans À, il est commode de désigner 6 par a”!, si bien qu'on a, 
en vertu de (8.6), 

a”l*xa = Ô. (8.8) 


En d'autres termes, a”! est l'inverse de a dans l'algèbre À. 
Lorsqu'on construit les solutions élémentaires dans À, il y a inté- 
rêt à utiliser la proposition suivante: 
si a;' et a; ! existent dans À, alors 
(aie as) 1= at « art. (8.9) 
En effet, 
(aysa)e(a; sa") =(assas)s (a; sa") — 
= aps ((ava;")sa;")= aps (0e ar) = aa; —< 6. 
La formule (8.9) est fondamentale en calcul opérationnel. 
6* 
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e) DERIVATION ET INTEGRATION D'ORDRE FRACTIONNAIRE. On désigne 
par Z’, l'algèbre Z° (R!). 
Introduisons une distribution f,CZ; dépendant du paramètre 


réel &, —0o << œ<Z co, par la formule 
B(z)z*"! a>0 
pate ={ r (œ) * > 9 
fa+1 a< 0. 


On vérifie l'égalité 
fa * JB = fa+s- (8.10) 


Si «>0 et B=>0, on a en effet (voir $ 4.1) 
O(z) (.a- : 
ft rot | deu) ay 
0 


6e TP Voo-t ss 9-13, Objet . 
— T(a)r(B) L ns T (a+) = Ja+s- 


Si par contre &« < O u BLO, on trouve par un bon choix des 
entiers m > —a et nr > —$B: 


Jr … m+n) 


fav fe = FE im * Bon = (fa+m * f8tn a+B+min = fu+fs 


c.q.f.d. 

nds l'opérateur de convolution f,* dans l'algèbre Z. 
Comme f, = 8” = 6, il résulte de (8.10) que la solution élémentaire 
=! de f,+ existe et vaut f.:fc = f_.. Avec les entiers n << 0, 
on a f, = Ô, donc fhasu = su —= ut", j.e. fe est l’opéra- 
teur de dérivation d'ordre nr. Soient enfin les entiers r > 0. Dans 
ce cas, = 


nru) = fe (fnsu)=(fnvfn)su=ôsu—u, 


i.e. f, + u est la primitive d'ordre n de la distribution u (voir $ 2.2). 

On donne donc à l'opérateur f,»+ le nom de dérivation d'ordre 
fractionnaire a (x << 0) et d'intégration d'ordre fractionnaire a (œ >> 0) 
(ou encore le nom d'opérateur de Riemann-Liouville). 


Exempee. Soit fE Z,. On a 


D'Pf=D (free 
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f) LE CALCUL SYMBOLIQUE D'HEAVISIDE n'est rien autre que l'ana- 
lyse dans l'algèbre de convolution Z. Calculons par exemple 
dans Z° la solution élémentaire 6 ({) de l’opérateur différentiel 


P (+) = tai er + ... + Am 4j Constants. 
Dans Z° l'équation correspondante s'écrit 
P(6)-8—6, P(6)(t)=8"(t)+aô" 1 (4)+...+anô(t). 
Factorisons P (6) dans cette algèbre: 
P(8)= + [] (6° —2,8)"* (*), 
9 


et utilisons la formule (8.9), il vient 


P-1(6) (t)= € (+) = [e [TGS —2,6) 1" =. — 8)". (8.11) 
Mais on vérifie her que 
à (8° — A6) Ÿ = 0 1(8— 6) 47 = DE en (8.12) 
En continuant les égalités (8.11), on en déduit 
_nms&ti I 
€ (t) = Gr an (8.13) 


Ce produit de convolution est cherché sous forme explicite. Dans 
T} décomposons le second membre de (8.11) en éléments simples: 


8 (t)=+ [1 (8 —2,56) = 
2 
’ —R , = 
IC — 6) 1+...+c,.1e(8 — 2,6) 1], 
d'où, à l’aide de (8.12), 
ky=1 
tJ Ait 
6 (t)=90 (4) 2 Le=mi + os +cya |e J | 
Ainsi, la recherche de la solution élémentaire de l’opérateur 
P (5) obéit à la règle suivante: faire la RE. . = p, COns- 


truire le AbuNR P de décomposer en ne simples : 


P (p) F 
1 

Fi = = Î] (p—a) 2 (ci, n, (P— A) +... ess (pa), 

et faire correspondre à chaque (p — À)-* le second membre de (8.12). 


(*) Le symbole [I ay signifie ayeage ... sa. 
ES ES 
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ExEeMPLe. Trouver 6, 6” + w°6 = 6. 
On a 


1. 1 1 1 8 Piut _ p-tut) — Q (pin 0! _ 
Fat © ar (pis + pre) au (ei — etat) = 6 (UE (6). 


$ 5. Distributions tempérées 


1. Espace ®# des fonctions d'essai (à décroissance rapide). Rap- 
portons à l'espace $ — $# (R") des fonctions d'essai toutes les 
fonctions indéfiniment dérivables dans R” qui décroissent pour 
|z | © plus vite que toute puissance de | x |-!, ainsi que leurs 
dérivées. Munissons # d'un ensemble dénombrable de normes par 
la formule 


» 
lol= supe(1+120° [Dfp(zx)|, pEe#, p=0, 1, 
Visiblement 


1 SN 1h Île... PES. (1.1) 


On munit # de la convergence suivante: une suite de fonctions 
Par Pas - - - CS converge vers 0, p, +0, k +oo dans $Ÿ s’il 
Y à || x [Ip 0, À — oo pour tous les p = 0, 1, ... En d'autres 
termes, mx —0, # oo dans $ si tout & et tout B vérifient 


Dfqn (x) + 0, k— 00. 


Il est clair qu'on a l'inclusion 2 € # et que si px —>0, À —+ 00 
dans Z, alors qu 0, k oo dans #. 

Mais # ne se confond pas avec Z. Par exemple, la fonction 
e-lx® qui appartient à #, n'est pas élément de Z (elle n’est pas 
à support borné). 

L'espace Z est néanmoins dense dans #, i.e. il existe pour toute 
€ Ÿ une suite {p.} de fonctions € Z telle que pp, —>p, k —+ 00 
dans #. 

En effet, la suite de fonctions de % 


pia)=pan(t), k=1, 2... 


avec nE D, nr) = 1, |z |<1Â, converge vers o dans #. 
Appelons #, le complété de # par rapport à la p-ième norme; 
#h est un Banach. 
On a les inclusions 


Fo Pi Ps S ::. (1.2) 
Chaque inclusion 
Ÿp+h1 € Ÿp P — 0, 1, 
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est continue par suite de (1.1). On démontre qu'elle est complète- 
ment continue (compacte), i.e. on extrait de tout ensemble infini 
borné de #L+1 une suite convergente dans #}. 

Soit M un ensemble infini borné dans #p+3, || @ |lp+1 < Cs 
p € M. On en déduit pour tous les ® € M et | « |[<p: 


2 Do (x) 


=) CC Th: Sn; 


A+(r|)"* D‘ (x) 0, | z|—- co. 


Soit R;,, k = 1, 2, ..., une suite (croissante) de nombres positifs 
pour laquelle on a 


A+lrPP21Dp(I< +, Izl> Rx |al<p. (1.3) 


On forme une suite {pÿ'} de fonctions appartenant à M qui con- 
verge dans CP (Ur,) (lemme d'Ascoli). Selon le même lemme, il 
existe une sous-suite {p5”} de {;°} qui converge dans CP (Ur), 


et ainsi de suite. Il ne reste qu’à dire que la suite diagonale {p$” 


converge, en vertu de (1.3), dans l'espace #,. 
Le lemme ci-dessous est une caractérisation exacte des fonctions 
de #}. 


LEumEe. Pour que EŸ#h, il faut el il suffit que @EC? 
et | z |PD°*@ (x) +0 pour | x | oc ef | &« | L p, de sorte que ® € CP. 


DEMONSTRATION. On démontre la suffisance car la nécessité 


est évidente. Soient @ € C?, mp, = p »* w, une régularisée de @ (voir 
$ 4.6) et {n:} une suite de fonctions n: € Z convergente vers 1 
dans R" (voir $ 4.1). La suite {œ,yxnx} de fonctions de ZE Ÿ 
converge alors vers o dans #,. Etant donné e > 0, il existe en 
effet un nombre R = R (e) tel qu'on ait 


A+rP) 210 p(r)l<e, IDR, [al&p. (1.4) 
Soit N, un numéro pour lequel n, (x) = 1, |z|<R +1, k>N.. 
Le Théorème 2 du $ 1.2 entraîne enfin l’existence de NN, tel 
qe tous les k>N, |x |<R + 1 et | « | Lp satisfassent à l’iné- 
galité 
+12 PTT De (2) — Din (z)|<e. (1.5) 
Utilisons les estimations (1.4) et (1.5) pour 4ZN, il vient 
11 p— Pia |] = LS +12 Pl)" TD (x) — pin (x) m (DIS 


<e+ sup (1+12/)% [| D" (2)1+ 
RER - 


al<p 


88 DISTRIBUTIONS ET LEURS PROPRIÊTÉES [CH. I 
+ D (ET) Dix (2) D 8m (21 ]< 
B<a 


L2e+C, sup (1+12/2)/2] D | win (y) (zu) dyl< 
[xl>R+1 


— 


<2e+Cr sup foin (9) (1412029721 D8p (2 — y) | dy 
Re 


<2e+C, sup, | ox) I(+12—2) "+17 11 D p (zu) ldy 


<P 


L2e+Ce+Ce | win(y)(1+1y du <(2+3C,)e, 
c.q.f.d., i.e. le lemme se trouve démontré. 


Le lemme entraîne la complétude de Ÿ et 


f=n#; (1.6) 
Pp>0 


L'opération de dérivation @ —D"œ et celle du changement de 
variable linéaire non singulier @ (x) —@ (Az + b) sont linéaires et 
continues de # dans $. Cette proposition découle de suite de la 
définition de la convergence dans l’espace #. 

D'autre part, la multiplication par une fonction indéfiniment 
dérivable peut faire sortir de #, par exemple e-l*lelx® = 1 À #. 

Soit a EC” une fonction qui ne croît pas à l'infini plus vite 
que le polynôme 

| D'a (2) IKCe +ilzle, (1.7) 
ainsi que ses dérivées. Désignons par 6,, l’ensemble de ces fonctions. 
On l'appelle ensemble des multiplicaleurs dans #. 


L'opération @ —ap, avec a E6y, est continue (et évidemment 
linéaire) de # dans #. 


En effet, ag EC” si € # et on a, en vertu de (1.7), 
Lapllk = sup, (1+12/)°1D*(ap)|< 
lai<p 


<supe (+128 (2 )1Dfp() D a (| 


B<a 
<K, Pre +] “+ Hess | De (x)| = K,1|@llot+np P=0,1..., 


N} étant le plus petit entier au moins égal à max m,. Les 

lal<p 
inégalités obtenues signifient que ap € Ÿ et que p —+ ap est continue 
de # dans #. 
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2. Espace #’ des distributions (tempérées). On appelle distri- 
bution tempérée toute fonctionnelle linéaire continue sur l'espace $# 
des fonctions d'essai. Notons #” = $’ (R”) l’ensemble de toutes les 
distributions tempérées. Il constitue évidemment un espace vectoriel 
et Ÿ' € YJ. 

On définit la convergence dans #” comme étant la convergence 
faible d'une suite de fonctionnelles : une suite de distributions f,, f:, … 
Ne 7 à converge vers une distribution fE $’, f el k —+ oo 
dans #’ s'il y a convergence (frs D) —(f, o), k oo pour 
toute @ € Ÿ. L’ espace vectoriel $’ muni de cette convergence cons- 
titue l'espace #' des distributions tempérées. 

I] résulte de cette définition que la convergence dans $” implique 
la convergence dans %. 


TH£oREME. (Schwartz). Soit M' un ensemble faiblement borné 
de fonctionnelles de #', i.e. | (f, p) | << C4 pour toute f € M” et toute 
pE Ÿ. Alors il existe des nombres K>0 et m>0 tels que 


IF, DIS KIIPIIm EM, ES. (2.1) 


DE£EMONSTRATION. Si (2. 1) n’a pas lieu, on trouve des suites 
{fr} de fonctionnelles f, € M” et des suites {p,} de fonctions px € Ÿ 
telles que 


UCe Pa) | > > k Il Pr [l k = 1, 2. .... (2.2} 
La suite de fonctions 
PR (x) 
D —— =: 2,2: 
Pa (x) V'k Il gril 


tend vers O0 dans # car 


Il Pr Ip 1. 
box ox V4 


pour Æ>p. La suite {f,} est bornée sur chaque fonction d'essai 

p EP. On a donc pour cette suite un analogue du Lemme du $ 1.4 
ui dit que (fx, x) +0, Æ —+ 00. D'autre part, l'inégalité (2.2) 
donne 


1 aLT 
Î, = — |(f, m)IZVE: 
contradiction qui démontre le théorème. 
CoNsEQUENCE 1. Toute distribution tlempérée est d'ordre fini 


(cf. $ 1.3), i.e. elle est prolongeable en tant que fonctionnelle linéaire 
continue d'un espace dual (le plus petit) #; ceci étant, l'inégalité 
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(2.1) s'écrit pour f: 
TG, PI < IT Im PM 9 EP, (2.3) 


avec ![f|l-m la norme de f dans #n et m l'ordre de f. 
Ainsi, on a les relations 


Fic#cfic..., #'=U#;, (2.4) 
p>0 


duales de (1.2) et (1.6). 
On note que chaque inclusion 


Pp EC Pp+1 p=0, lys: 


est complètement continue (voir $ 5.1); en particulier, toute suite 
faiblement convergente de fonctionnelles de $#, converge en norme 
dans Pp+1: 


CoxsequENcE 2. Toute suite (faiblement) convergente de distri- 
butions tempérées converge faiblement dans un espace #, et elle con- 
verge donc en norme dans #5+1- 


Cette affirmation résulte du théorème de Schwartz: toute suite 
(faiblement) convergente de fonctionnelles de #” constitue un ensem- 
ble faiblement borné, dans #”, et de la remarque précédant immé- 
diatement la Conséquence 2. 


ConseQuENcE 3. L'espace des distributions tempérées est com- 
plet. 


L'affirmation découle de la complétude faible des espaces duals 
#, et de la Conséquence 2 


3. Exemples de distributions tempérées et opérations élémentaires 
dans Ÿ’. Si f (x) est une fonction à croissance lente dans R",i.e.on a 


fIF@IA+1z) "dr 00 


pour un m > 0, cette fonction définit une fonctionnelle régulière 
JE S#’ par la formule (6.1) du $ 1: 


G pælfmotd, per. 


Toute fonction localement sommable ne définit pas une distri- 
bution tempérée, par exemple e* & #’. D'autre part, toute fonc- 
tion localement sommable de #’ n'est pas à croissance lente. Par 
exemple, (cos e*)" — —e* sin e* n'est pas à croissance lente, mais 
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elle définit une distribution de #’ par la formule 
((cos e*)", g)=— | cose*p'(x)ds, pp. 


Nous allons voir qu'avec les fonctions (voire les mesures) non négati- 
ves on échappe à ces difficultés. 

Une mesure u définie sur R" (voir $ 1.7) est dite fempérée si un 
m>0 vérifie l’inégalité 


| A+Iz D" p (dr) < 00. 


Cette mesure définit une distribution de #’ moyennant la formule 
(7.2) du $ 1: 


& = | vpn, per. 


Si une mesure u non négative définit une distribution de #”, 
elle est tempérée. 

Comme u € #’, elle est en effet d'ordre fini m (théorème de 
Schwartz), si bien que 


To @n@)|<KA ln 9 EP. (3.1) 


Soit {n:} une suite de fonctions non négatives de qui tend vers 1 
dans R* (voir $ 4.1). Faisons la substitution 


pa =mA+Iz fl)": 


dans (3.1) et utilisons la non-négativité de pu, il vient 
À m (0) 4 +121) "(dr <C, 


avec C indépendant de 4. D'où, par le lemme connu de Fatou, la pro- 
priété de la mesure u d'être tempérée. 


Sife6’, alors fE SF’ et 
(F, p)=(f, np), pPE*, (3.2) 


où nEZ et n = 1 au voisinage du support de f (cf. (10.2) du $ 1). 

Comme l'opération @—-n est linéaire continue de #Ÿ dans Z, 
la fonctionnelle (f, nœ) de (3.2) est en effet linéaire continue sur Ÿ 
de sorte que f € #’. Le fait que Z est dense dans # (voir $ 5.1) 
entraîne l’unicité du prolongement : en particulier, celui-ci ne dépend 
pas de la fonction auxiliaire n. 

Si fES#’, alors toute dérivée D° f€ #’ et l'opération f + D°f 
est continue (et linéaire) de #” dans $’. 
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En effet, o — D“ est linéaire continue de # dans # (voir $ 5.1) 
et le second membre de l’égalité 


(D°f, p=(—1)%" (7, De), pe, 
est donc une fonctionnelle linéaire continue sur # (cf. $ 2.1). 
Si fES’ et det À HO, alors f (Az + b) E F”’, et l'opération 
f (x) —f (Az + b) est continue (et linéaire) de $’ dans #. 
Etant données la linéarité et la continuité de # dans # de 
(x) —œp [At (x — b)] (voir $ 5.1), le second membre de 


C(ay+o, p=(r EN), per, 


constitue une fonctionnelle linéaire continue sur # (cf. $ 1.9). 
SifeSf'eta€6,,, alors af E $”, et l'opération f —+ af est con- 
tinue (et linéaire) de #'’ dans #’. 
Puisque q — a est linéaire et continue de # dans # (voir $ 5.1) 
le second membre de 


(af, g) = (, ap), PE, 


représente en effet une fonctionnelle linéaire continue sur # (cf. $1.10). 
Ainsi, l’ensemble 8,, renferme tous les multiplicateurs dans #” 
(il en est en réalité formé; démontrer). 


Exempce. Si [a |[&C(+1&%/)", alors 
D'aô(r—k)EF’. 
R 
4. Structure des distributions tempérées. Nous allons démontrer 
que l’espace #” constitue une extension (minimale) de l’ensemble 
des fonctions à croissance lente dans R” où la dérivation est toujours 


possible (cf. $ 2.4). C’est pour cette raison qu’on appelle #’ espace 
des distributions tempérées. 


TuaéortMe. SifE $#”, il existe une fonction continue g à croissance 
lente dans R" et un entier m>0 tels que 


f(x) = DT ... DYg(x). (4.1) 


D2MONSTRATION. Soit f E F’. D'après le théorème de Schwartz 
(voir $ 5.2), il y a X et p pour lesquels 


IG, PISE EI, SA max [ 1D: DA ((1 +121)" *D%p (2) de, 


avec o € Ÿ quelconque, i.e. 
1(, p)I<K . ID: ... D,1A+IzP)"*Dpllgr, PES. (4.2) 
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Associons à chaque p € $# une fonction vectorielle {ÿ,} de com- 
posantes 


Pa (z)= Di... D,((4+1zf)"*Dp(x)], ap. (4.3) 


Cela définit l'application biunivoque p—>{#,} de $Ÿ dans la somme 
directe @ Z! pour la norme 


a|<P 
| {fa} = EE ax | fa ||g2 


Sur le sous-espace vectoriel re pEF]lE ®, £!' avec #, défi- 


nies par (4.3) introduisons la fonctionnelle linéaire | Mn 


(F*, Cha} = (fs p). (4.4) 


Etant donnée l'estimation (4.2), on a 


| (F°, {Pa}) |=| (f, p) [<Æ El Ya [la = À ] {Pa} |, 


et f* est continue. Selon Hahn-Banach et F. Riesz, on trouve une 
fonction vectorielle {y%,} € @ £®% ayant la propriété 
lxI<P 
(%, (be}= D | xa (7) be (x) de, 
Iæ]<P 


ie. on a, par suite de (4.3) et (4.4), 
Pp= D [re()Di.. DiIH+I: M Dotldr, per. 


læl<p 
Intégrons le second membre par parties, on constate l'existence 
de fonctions continues g,, | &« | p + 2, à croissance lente telles 
que 
, p=(—1P"T D ges) Dit... DRt'q(x)dz, 
Iæ|<(p+2m 


d'où la représentation (4.1) pour m = p + 2 et l’affirmation du 
théorème. 


CoNseQUENCE. Si fE Ÿ', il existe un entier p > 0 tel qu'on 
trouve pour & >> O quelconque des fonctions ga.e, |@ | £ P, continues 
à croissance lente dans R", nulles en dehors du e-voisinage du support 
de f et vérifiant l'égalité 


f(z)= À D°gae(x) (4.5) 


Soit e>0 et nE6,, + = 1, x E (supp f)”/3 et n (x) = 0, 
z 6 (supp f). (Ces fonctions existent par le Lemme du $ 1.2 ) 
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En utilisant la formule de Leibniz (voir $ 2.1), on trouve, compte 
tenu de la représentation (4.1), 


f(z)=n(z)f(z)=n(z) DS ... Dfg(x) = 
= D? ... D} [n(x) e@l+ 2, na (x) D°g(x), 


avec Max E On et Na (x) = 0, xé (supp f} Procédons de même 
avec chaque terme de la dernière somme. En continuant dans cette 
voie, on aboutit, après un nombre fini de pas, à (4.5) avec p = mn 
et Lave —= Xa£r Xe étant des fonctions de 60}, à support dans (supp f}°. 


5. Produit direct des distributions tempérées. Soit f (x) € #’ (R") 
et g(y)EŸ’"(R”). Puisque FE Z”, le produit direct f (x) X 
X g(y) est une distribution de Z” (R"*”") (voir $ 3.1). 

On démontre l’appartenance de cette distribution à #’ (R"*"). 

On a par définition de la fonctionnelle f (x) X g (y) (voir $ 3.1) 


(x) X g (y), o) = (x), (g (y), p (x, y))). (9.1) 


Pour prouver que le second membre est une fonctionnelle linéaire 
continue sur # (R°**), on établit un analogue du Lemme du $ 3,1, 
à savoir le 


LEMME. Si g ES’, alors tous les a vérifient l'égalité 


Dp(r)={(e (y), Die (z, y)), PES (R"TT), (5.2) 
et il exisle un entier q > 0 tel que 
br 8 la pt P= 0, 1, (5.3) 


si bien que l'opération @ —14 = (g (y), œ (x, de est continue (et 
linéaire) de # (R°*") dans # (R”). 


DEMONSTRATION. On imite le Lemme du $ 3.1 et on prouve 
l'égalité (5.2) pour tout & et la continuité de son second membre. 
Donc Ÿ € C®. Soit q l’ordre de g. Appliquons (2.3) à ce second mem- 
bre, il vient pour tous les zx € R” 


D (11e Sups À +14 VTT DÉDS (x, w) | 


d’où l'estimation (5.3): 
plL=sup. (4 +12/2)71 D" (2) 1< 
lal<p 


<lell- supe, y (A +12 F7 (+14 PTT DÉS (es 1) 1< 


< || 8-4 11 ® Ilp+as p=0, ; 7» 
ce qui achève la démonstration du lemme. 
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Le dernier lemme entraîne que le second membre de (5.1) qui 
vaut (f, Ÿ), est une fonctionnelle continue et linéaire sur # (R"*"), 
si bien que f(x) X g(y)E SF’ (R7*7) (cf. $ 3.4). 

S'agissant de l’espace #’, le produit direct conserve les propriétés 
énumérées pour Z’ ($ 3.2). En effet, Ÿ est dense dans # (voir $ 5.1). 
En particulier, l'opération f (x) f(x) X g(y) est continue de 
#' (R") dans #’ (R7+"). 


On observe enfin la validité de (3.2) du $ 3 pour f€#”’(R”) et 
PES (R"*") : 


(/@, fou pay)=f (Ge tu). (654 


6. Produit de convolution des distributions tempérées. Soit f£Ÿ", 
gE $’ et on suppose que leur produit de convolution f »« g existe- 
dans Z’. Dans quelles conditions f + g E #’ et l'opération f —+f*8g 
est continue de #’ dans #’ ? Enonçons trois critères suffisants d'exis- 
tence du produit de convolution dans #’. 

a) Soit fES' etgE6’. Alors le produit de convolution f»£g 
existe dans #’ et prend la forme 


fre, p=(fG)X£(y), n(yp(z+y)), PES, (6.1)- 


avec n une fonction quelconque de % égale à 1 au voisinage du support 
de g, f—fs.g étant continue de #” dans #” et g—+fsg l’étant 
de Ë’ dans #. 

En effet, f » g € Z” et on a la représentation (3.3) du $ 4 pour. 
les fonctions d'essai de Z. Comme f(x) X g (y) € #’ (R°") (voir 
$ 5.5) et l'opération @ —+n (y) ® (x + y) est linéaire et continue 
de # (R7) dans # (R°’'): 


In (y) p(z+y) I < Super, J(A4+128+1y 12 Inox +yl< 
<Cp Super. wo (1 +124 PP 1D8e (+0) 1= CE | Pllos 


le second membre de (6.1) définit une fonctionnelle linéaire continue: 
sur Ÿ de sorte que fs=£8€ Ÿ’. 

b) Soient T un cône pointé convexe fermé dans R” ayant son. 
sommet en 0, C = int l*, S une surface du genre C strict et S, 
le domaine au-dessus de S (voir $ 4.4). 

Si fES#’ (T+) et gE SF’ (S+), leur produit de convolution 
f » g existe dans #” et admet la représentation 


(sg, p)=(f(2)xXg(y), E(r)n(y)p(z+y)), PES, (6.2) 
avec E et n deux fonctions quelconques de C°, | D°E (x) |[Sce, 
| D°n (y) ISCa, égales à 1 dans (supp f)* et (supp g)° et nulles er 
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dehors de (supp f)"* et (supp g)”* respectivement (e >0 quelconque) (*). 
Ceci étant, l'opération f —f » g est continue de $' (T + K) dans 
S'(S+ + K) si suppfaecr+X, avec K un compact. 

Utilisons la représentation (5.1) du $ 4 et raisonnons comme pour 
le critère précédent. La seule chose à démontrer est la continuité 
de Æ%(R") dans # (R?7) de o —>y — E(x)n (y)@(z + y). On 
a pour toute € Ÿ 


xl= Sup, À +12 8417 PPT Do (8 (2) n 9) 6 G+NII< 


<C; sup _ (+{zP+|yf) 1 Den (x +y) |< 
nn VES+ 
(DES ? 


<2C; sup (+12 +IE PE 10 6 
TaiSP 
T(E)=(Iz:zET+K+U z=b—y, yES4]. 


Etant donnée l'hypothèse faite sur S, l’ensemble T (£) est contenu 


dans une boule de rayon a (1 + | E |)”, v>1 (voir $ 4.4). Conti- 
nuons la chaîne d’inégalités ci-dessus, il vient 


(x 1 SC supe [1 +18 18+ 22 (4 +E) 1 De E1< 


a 


ou 


<C; Il P Îlettv3+ 139 p=0, liés 
c.q.f.d. 

Le critère démontré entraîne en particulier que l’espace #' (T +) 
des distributions constitue une algèbre de convolution, une partie de 
l'algèbre Z' (T +); il en est de même de #’ (T) qui est une algèbre 
de convolution contenue dans #" (T+). 

c) Soit fE SF’ et n ES. Leur produit de convolution f » n existe 
dans 0,, et s'exprime par (cf. (6.2) du $ 4) 

(fsn Pp)=(f, nrp(—2)),, PE, (6.3) 
fen={(f(y), n(z—y)), (6.3”) 


et il existe un entier m>>0 (ordre de f) tel que 


D (fon) (2) | SI Im (+121) "2 nimes TER". (6.4) 


Soit, en effet, {nx (x; y)} une suite de fonctions de Z (R°") 
qui a 1 pour limite dans R°", et € # (R”). Dans ce cas, 


À n@)m (s: p)p(z+y) dy + | n(y)p(z+y)dy, k—oo dans #. 


(*) Ces fonctions existent selon le Lemme du $ 1.2. 
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Moyennant les définitions du produit de. convolution (voir $ 4.1) 
et du produit direct (voir $ 3.1) on en tire (6.3) pour toute @ € # : 


(en, @)=lim(f(@) x nv), ms: y) px +v))= 
= lim f(x), | n (y) mn (2: v) (x + y) dy) = 
=(1@), [nwe(+yd)= 
= (ja), [pŒnE-2)&)=(, n°p(—2). 


Après avoir noté que œ (E) n (ë — x) € # (R°?) et utilisé la for- 
mule (5.4), on prolonge la suite ci-dessus et on obtient 


fun p)= | (x), nE— x) o E) dE, 


La 


d’où la représentation (6.3”). 
On se rappelle la démonstration du Lemme du $ 3.1 et on déduit 
de (6.3) que fsn EC” et qu'on a la formule 


D(fen)(z)=(f (y), Din(z—y)). (6.5) 


Soit m l’ordre de f. Appliquons (2.3) au second membre, il vient 
l'inégalité (6.4): 


| D° (fn) (2) III F Île | DÉn (z— y) Im = 
=1flEn sup, A +1 PTT DéDin (z— y) | = 
=1flem sup e 4 +12) D°+Ên (ES 
A Fllem ( +12 1000 sup (HUE FDP EI 
{I f Im A +12 PI In Um+ioue 

ConseQuENcE. Ÿ est dense dans #’. 

En effet, les résultats obtenus permettent de dire que sif € #’, 
alors sa régularisée f, — f» w, EC 0 et f, æf, e +0 dans #” 
(voir $ 5.6, a)). Aussi 0,, est dense dans $#”. Or # l’est dans 6, 
parce qu'avec a € 6, on a 


SF 3e-txa>a, e—+0 dans #”. 


CHAPITRE II 


TRANSFORMATIONS INTÉGRALES 
DES DISTRIBUTIONS 


La méthode des transformations intégrales constitue un outil 
puissant pour étudier les problèmes de physique mathématique. Le 
présent chapitre expose, pour les distributions tempérées, la trans- 
formation de Fourier et celle de Laplace qui lui est étroitement liée, 
ainsi que les transformations de Cauchy-Bochner, de Hilbert et de 
Poisson. 

$ 6. Transformation de Fourier 
des distributions tempérées 


La transformation de Fourier est fermée par rapport à la classe 
des distributions tempérées, ce qui constitue une propriété remar- 
quable de cet ensemble. 


1. Transformation de Fourier des fonctions d’essai de #. Les 
fonctions d'essai o (x) € Ÿ étant sommables sur R”, on définit sur 
elles la transformation (classique) de Fourier F [œ]: 


FPE = | piHenar, per, 
la transformée de Fourier F [œ] (£) de @ (x) étant bornée et continue 


dans R". Une fonction d'essai (x) décroît à l'infini plus vite que 
toute puissance de | x |”! et sa transformée de Fourier est donc 


o-dérivable sous 
D'F(gE)= | (ptet dre F((r) 91, (1.1) 
d'où F [pl E C®. Il en est également de chaque D (x), si bien que 
F(D°o] (&) = | Dep(z)eï "dr =(—iùt)" Fpl(E) (1.2) 
Il en résulte en particulier que F [ol (E) est sommable sur R'. 


La théorie générale de la transformation de Fourier entraîne que 
p (x) s'exprime par F [pl (£) moyennant la transformation réciproque 
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de Fourier F-!: 
p=F1(F{ell= FIEF), (1.3) 
où 


FI) = ar | POP EF [D] (—2) = 
= | (De ba FLb(—EL (14) 


LEMME. La fransformation de Fourier F est une application 
biunivoque et bicontinue de $ sur lui-même (*). 


DEMONSTRATION. Soit p € Ÿ. On utilise les formules (1.1), (1.2) 


et on obtient pour tous les p = 0, 1, et: œ: 
AH 21 D8F 191 EI < <AHEPSS . ®I< 
<|fu-al TE (no (eh ei: ndr|< 
n+1 2] 
<Cp(+lzr) = ta) + let 


d’où les estimations (voir $ 5.1) 


Fo < CpPllptnru PO, 1, (1.5) 


pour certains C,, indépendants de œ. (Ici [xl est la oo entière 
de x>0.) L'inégalité (1.5) montre que ®-—>-Flpl transforme 
# en # et est continue. Il découle de (1.3) et (1.4) que toute fonction 
pE% est la transformée de Fourier de d = F-![œl de #, @ = 
— F (pl, et que si F [pl = 0, alors o — 0. Cela veut dire que @ — 
—+ F [ol est une application biunivoque de # sur #. La transfor- 
mation réciproque de Fourier F#-! jouit des propriétés analogues, 
ce qui démontre le lemme. 


2. Transformation de Fourier des distributions de #’. Soit f (x) 
une fonction sommable sur R'". Sa transformée de Fourier 


FINE = | HeG az, |FIIEIS | 1 (dr < 


est une fonction (continue) bornée dans R” et elle définit donc une 
distribution régulière tempérée par la formule (voir $ 5.3) 


ŒUL = | FETE SE, per. 


(*) L'application F est un isomorphisme (linéaire) de $ sur $. 
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Le théorème de Fubini sur l’interversion de l’ordre d'intégration 
permet de mettre la dernière intégrale sous la forme 


JF) PE dE= | [TC eié 9 de ] p () = 
= [r( fo@es.baare | f(2 Flo) (az 
i.e. 


Nous dirons que cette égalité définit la transformée de Fourier 
F {f] de toute distribution f tempérée : 


(FIS], p)=(f, Fly), ff, per. (2.1) 


Puisque ® — F [ol est linéaire et continue de # dans $# (Lemme 
du $ 6.1), la fonctionnelle F {f] définie par le second membre de 
(2.1) est une distribution de #’ et, de plus, f —+F [f] est linéaire 
et continue de #' dans $’. 

Munissons #’ d'une autre transformation de Fourier par la for- 
mule (cf. (1.4)) 


Fr = FU (2), ES’, (2.2) 


f (—zx) étant le symétrique de f (x) (voir $ 1.9). Il est évident que 
F”! est linéaire et continue de #’ dans #. 
On démontre que Ft est l'inverse de F, i.e. 


FX[FUN=7, FF {N=f, fe#. (2.3) 


En effet, les formules (2.3) sont, par suite de (1.3), (1.4), justes 
sur l’ensemble # dense dans #” (voir $ 5.6). Les transformations 
F et F-! étant continues de #’ dans #”, ces formules jouent pour 
toutes les f de #’. 

Il s'ensuit de (2.3) que toute f € $” est la transformée de Fourier 
de g = F-11[f] de #’, f = F [gl, et que si F [fl = 0, alors f = 0. 
Ainsi, f —+#F [f] est une application biunivoque et bicontinue de $” 
sur Ÿ”, i.e. c'est un isomorphisme (linéaire) de $' sur $#’. 

Soit f(x, y) ES” (R7*7), avec z ER" et y E R”. Introduisons 
la transformée de Fourier F,{f] par rapport aux variables x — 
= (Z1, -.., ZT) en posant pour toute fonction d'essai q (6, y) € 
€ # (RT +7) 

(F;{fl, p)= (7, Frlpl). (2.4) 
On établit (comme au $ 6.1) que 


PE, D+Fill(s = | pE pet Dai 
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est un isomorphisme (linéaire) de # (R°*”*) sur Ÿ (R**”"), si bien 
que la formule (2.4) donne en effet une distribution F, {fl (E, y) 
de #' (R°*”). 

On reprend (2.2) pour définir la transformation réciproque 


FE le= ar File (—E will v, 8€#'(R). (2.5) 
f—F,{\f] est un isomorphisme (linéaire) de #’(R"**) sur $’(R"*”). 
EXEMPLE. 
F[ô(z—zx0)] = ei: *e), (2.6) 
En effet, 
(FIô(z—20)], p)=(8(7—20), F1p]) = F [9] (to) = 
= [pete D dE (ein, q), PES. 
On a en posant z, = 0 dans (2.6): 
FIô]=1, (2.7) 
d'où, par suite de (2.2), 
= Ft []= pr PL 
donc 
F[1]=(2x)" 6 (E). (2.8) 


3. Propriétés des transformées de Fourier. Les formules de ce 
numéro sont vérifiées par les fonctions d'essai de Ÿ. Mais $ est 
dense dans #’, d'où la validité de ces formules pour toutes les dis- 
tributions de #”.! 

a) Dérivation : 


D°F(f]= F{(x)"f). (3.1) 
On a, en particulier, en posant f = 1 dans (3.1) et en utilisant (2.8): 
Fle]) = (—i)% D°F [1] = (2n)" (—i) DS (E). (3.2) 


b) Transformée de Fourier d'une dérivée : 


F(D°f]= (—i£) F (fl. (3.3) 
Posons f — Ô dans (3.3) et recourons à (2.7), il vient 
F (D°6] = (—it)"F [6] — (—i£)". (3.4) 


c) Transformée de Fourier d'une translatée : 
F{f(z—20)] = 6 EF [f]. (3.5) 
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d) Translation: 
F[F] (E + bo) = F [eitée °)f] (E). (3.6) 


e) Transformée de Fourier dans une transformation linéaire de 
l'argument (voir $ 5.3): 


FAO = Ten FUI(A TE, det40, (3.7) 


A — AT désignant la transposition de la matrice À. 
f) Transformée de Fourier du produit direct: 


F If (x) X g(y)l = F,lf (x) X F [gl (n)l = 
= F,lFISI(E) x e (y) = FUI(E) X Flegl(n). (3.8) 


g) On a des formules analogues pour F, (voir $ 6.2). On a par 
exemple 


DÉDÉFalfl= Fa l(x)* DÉfl, Fe 1DÉDif]=(— it) DÉF, (fl. (8.9) 
4. Transformée de Fourier des distributions à support compact. 
Si f est une distribution à support compact, f € 6”, elle est tempé- 


rée, fE Ÿ’ (voir $ 5.3), et sa transformée de Fourier existe. On 
a de plus le 


TusonsemMe. Si fE 6’, la transformée de Fourier F {fl existe 
dans 6,, et est de la forme 


F 1j] (6) = (x), n (x) 6°), (4.1) 


avec n toute fonction de D égale à 1 au voisinage du support de f, et 
il existe des nombres C,>0 et m>0 tels que 


DCE (SE) <IfIImCa (+117, EER*. (4.2) 


DEMONSTRATION. Quelles que soient ®@E€E#, on obtient, 
compte tenu de (3.2) du $ 5 et de (3.3), 


(DEF (f], = (—1) (PF (1, De)=(—1)%(f, FDF) = 
2 (— 0 (f, ne) (Fo) = (40), À m6) Ga) p ette. Dag)). 
On observe que 
n(x) (ir) per DES (R°), 
on utilise la formule (5.4) du $ 5: 


(F0), [n@) Ga p@eteb de) = À (F6), na) G)eie.b) o (E) 28, 
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et on déduit des égalités précédentes: 


(DFE (FI, g)= | (Fr), n(a) Ga) ei. D) o (8) dE, 
d’où 
DEF (FLE) = (f(x), ne) (x) ei.) (4.3) 


Quand « = 0, on en tire (4.1). 

Rappelons-nous la démonstration du Lemme du $ 5.5 et dédui- 
sons de (4.3) l'appartenance F [f] € C®. Soit m l'ordre de f. Appli- 
quons au second membre de (4.3) l’inégalité (2.3) du $ 5, il vient, 
quel que soit EE R”, 


| D°F (f] E)=1 ( (x), n (2) (x) 4@ 9) | < |] fII2m [ln (2)G2)" ei 5] A = 
= [fm Sups (+120) 1Détn (ae PI] < 
< |fILmCa (1+ 187" 
pour certains C, >0. Ainsi, F[flE6,, c.q.f.d. 
REMARQUE. La démonstration du théorème suggère la possibilité de prendre 


C, de (4.2) indépendants de la famille de distributions f si tous les supports de 
cette famille sont uniformément bornés. 


5. Transformée de Fourier du produit de convolution. Soit f € #” 
et gE 6’. Leur produit de convolution fegE #’ (voir $ 5.6, a)) 
et sa transformée de Fourier se calcule par la formule 


Flfsg\=F{fF {el. (5.1) 


En effet, le produit de convolution fsg E Ÿ’ s'écrit en vertu 
de (6.1) du $ 5: 


Fes, p) = (F(x), &GY), nYpx+y))), vpE?Ÿ, 


où nEZ, n (y) = 1 au voisinage du support de g. On en déduit 
par définition de la transformée de Fourier (voir $ 6.2): 


Etfegl, = (es, Fl)=(f(, (Qi, nu)jp@eartrb)), 


Appliquons les formules (5.4) du $ 5 et (4.1), il vient, vu que 
F (8) E 60%, 


(Feel, g)= (f(x), | @U), n (y)ei&w) ete. 8 p (E) dE ) = 
= (1@, Ÿ Fin ee) = FF 1810) = 


=(F {fl Fig)q)=(F(g F1], op), 
d'où (5.1). 
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La formule (5.1) est également juste dans les cas suivants: 

a) SoitfE#', gES. Alors fs gEe6,,. 

Le résultat découle du $ 5.6, c). 

b) Soient f, g E £*. Alorsfs= gEC et (f»g) (x) = 0 (1), | zx | —- 
+ 00, ie. fs gEC, (voir $ 0.5). 

En effet, F [flet F [gl € £? dans ce cas et donc F {fl F [el € L*. 
On a en outre f (y) g (zx — y) o (x) € L£'! (R”) pour toutes les p € Ÿ 
par suite de l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski : 


[fliuet-ntiomidrd l < 
<[Sirwriotmidrd ][ [1-1 Piper] < 
<ISIEISIRT [ 1p(@142] < o. 


On utilise par conséquent la formule (1.1) pour f = g (voir $ 4.1, b)) 
et on obtient d'après Fubini pour toutes les p € # : 


(FLfegl, g)= (fe, Flo)= | Flol(o) | f()8(z—v) dydr= 
OAI IOICEC 
= À sQ) | Fte(z—y))(® © ( dédy = 
= [iQ | FE PO et. Œay= | File] Fifi qc, 


d'où la formule (5.1). Aussi 
feg=F[FISFI(gll ec, 
et (fe g) (zx) ——0,|zxz]|->00, selon le théorème de Riemann-Lebesgue. 


REMARQUE. Sachant que le produit de convolution f «= g existe dans $” 


(par exemple quand f € #' (T+jet gE PF’ (S4) (voir 8 5.6, b))), l'égalité (5.1) 
définit le produit multiplicatif de deux distributions F [/] et F [g] (cf. $ 1.10). 


6. Exemples. 


5 
a) Flex) VE ia, n=i. (6.1) 
La fonction e-%'* est en effet sommable sur R!, donc 
- Ë 
Ffe-cx]= | CT AETISE dz=+ | ete do= 
(4 i6 \2 (+ 
L —\o+-—— Lx ts 
= —e | e (o+ ) do=— e 4@ | e & dc. 
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On fait coïncider la ligne d'intégration de la dernière intégrale 
avec l’axe réel, si bien que 


g © = _+ 
Ffe-ex)= 1e" | eT do Ya e 
œ œ 1 


b) L’analogue à plusieurs dimensions de (6.1) est de la forme 


n/2 a AT'E, ) 
a Al Ë (6.2) 


FR re 


A étant une matrice définie positive réelle. 
Moyennant la transformation linéaire réelle non singulière x = 
— By, on réduit la forme quadratique (Az, x) à la somme de carrés 


(4x, x) = (ABy, By) = (B'ABy, y) = | y °, 
et 
At = BB”, det À | det B | = 1. 
D'où, par recours à (6.1), 


F[e-(ax, x] = | e-tAs, x) Hit, x) dr — 


—|detB| | e-(ABv, Bu)+it, Bu) dy = —1 | e-W*+iBTE, u) dy = 
V det À 


a/° = TIETE 
V det A HE 


1 [I Î = y} +i(BTE);v 
Er —#$ e 37 dy; _ 
V/ det A in 
> 1 Te BBTe) n° EU A3) 
V det À V det À d 


i.e. la formule cherchée (6.2). 
c) Soit f (x) une fonction à croissance lente dans R" (voir $ 5.3). 


On a dans ce cas 

F[fl(®)= lim | f(z)ei& dr dans #’. (6.3) 

R—0 
Ix|<R 
En effet, 
O(R—]|zl)f(z) f(x), Ro dans #’, 

d’où l'égalité (6.3) vu la continuité dans #”’ de la transformation 
de Fourier F. 


On a, en particulier, pour f € £? le théorème de Plancherel : 
la transformation de Fourier F |f) se définit par l'égalité 
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F[f (= lim | f(z)el& dr dans £?; 
Ro 
x <R 

c'est une application biunivoque et bicontinue de £? sur £° et on 
a l'égalité de Parseval 

(2x)" (f, p) = (FI, Flel), jf, € £*, 
si bien que 

Qn) If = NF, € Z* 
(pour la définition du produit scalaire (.,.) voir $ 0.5). 
d) Soit f une distribution tempérée arbitraire. Il existe, d'après 


le Théorème du $ 5.4, une fonction g (x) continue à croissance lente 
dans R" et un nombre m > O0 tels que 


f(z)= DT ... Drg(x), 
d'où, compte tenu de (3.3), 


F{f]=(— int ... BnF (eg), (6.4) 
et la transformée de Fourier F [g] est donnée par la formule (6.3). 
i 
e) Fli]=Vre 1977 n=1. (6.5) 
La convergence de l'intégrale impropre (intégrale de Fresnel) 
= ix 
jeay=Vret 
entraîne en effet que la suite de transformées de Fourier 
R+È 
R 2 
| entiere | eiv’ dy, R—oo, 
-R _R4+È 


converge vers 


uniformément en Ë sur tout intervalle fini. On en conclut par suite 

de c) que l'égalité (6.5) est juste sur toutes les fonctions d’essai 

EE 3. Or, D est dense dans # (voir $ 6.1), d’où la validité de (6.5) 
ans Ÿ”. 


f) L'égalité (6.5) a pour analogue à plusieurs dimensions (cf. b)): 
x"/2 Ra: (A“1E, E) 
V det 4 ’ 


F{eitAx,2)] = (6.6) 
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avec À une matrice définie positive réelle. 


1 27° 
8) Fr] n= 3. (6.7) 
On a 
R run 
iG, x) act 
j TE dz= | | | - p? dy sin 6d8 dp = 
xÏ CR 0 0 0 
R 1 É 
=2x | {aires qu dp= te | sin (IEIO) po. 
0 1 | û P 
Comme 
| fade p) dp|= cos (JEIR) _ 1 f cos(El®) 3 | < 2 
à p [ER IE p° P S FETR 
4 2 
on a 


R 
4x ( sin(|E|p) 21° ’ 
Hi ; dp —+ TE]: R—o dans #”, 


et (6.7) est juste en vertu de c). 
h) Soit nr = 2. Introduisons une distribution Pf Fr #ÿ’ qui 
opère selon la formule 


1 _ q (zx) —® (0) q (x) 
(tar. v)= | dt À La. 
Ixi<1 Ixi>1 
On a évidemment Pf CF=GE pour z #0. On démontre la 
formule 
= —2nin|5|— 27x00, (6.8) 
où 


1 oo 
co= | 1=JoU) jy, | 0 qu 
0 


u 
1 
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Quelle que soit @ € $, on a, en effet, la chaîne d'égalités 


(FLrtor], +)=(Pinr. Flo) - 
f 8 0 Fr | FRE 7 = 
en cal 


Ixi< 1 Ixl>1 
Â : 
= | Hfobieisn_11œa+ 
[x <1 
+ | eitx, DIE dr — 
Ix1> 1 
on 


1 
{1 irlE| cos 0 _ 
7 J+@] (eirllc0s0 — 1) dO dE ar + 
+ [+ | 1) jen cos dO dé dr = 
=2 s[s fe@utriep—niar+2 | 2 | P@ Jo (rIEN ddr = 
_ Je GED Jo (rIED _ 
2 | e@[| dr+ | DS ar | dE 


=2n | p@| Jaguar) 
Isl 


= — 21 | p(E)(n|E| +60) dB, 


d’où la formule (6.8). 

i) Soit l un cône pointé convexe fermé dans R" (de sommet 
en0)etfES#’ (T+) (voir $ 5.6, b)). La formule ci-dessous est alors 
juste au sens de la convergence dans #’: 


FIAE= lim (f(&), n(a)et.b-6.5), (6.9) 
tE aire 
avec n toute fonction C” telle que 
[Dn(z)|<Cai n(2)=1, zE(suppf); n(:)=0, zé(suppf)" 
(g >> O0 quelconque). 
Pour démontrer (6.9) on note que 
n(z)e-& 5)€$ quels que soient £’E int l*, (6.10) 
n(z)f(z)e- 5) f(x), E"—0, E’ŒintT*dans#’. (6.11) 
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Si x é (supp f)**, alors on a en effet n (rx) = 0, et dans le cas 
contraire,z =z +z",oùzx EF, |zx”|< R pour un R > 0. Soit 
£’ EC" Œint r*. Aux termes du Lemme 1 du $ 4.4, on trouve alors 
un nombre o = © (C”’) > 0 pour lequel (x’, £’) > © | x’ || E’ |, donc 


— (x, = —(z, E9)—(:7, 5) << —o 2 NÉI+RIEI< 
<(—olz|+oR+R)IET. 


L'estimation obtenue et les propriétés de n (x) impliquent les rela- 
tions (6.10), (6.11). 
Toute pEŸ vérifie maintenant la chaîne d'égalités 


(F(], p)=(7, Ffpl) = Ris (nr) fes 5, 
£ Œint r* 
J p@et.b a) lim À (a), néaeits te. +r) p (E) dE, 
t’Œintr* 
d'où la formule (6.9). Nous avons utilisé (5.4) du $ 5 parce que 
n (x) p (E) eitx: 6) (x, din pour tous les E’Eint T°. 
1) FB(G))= FF re = 70 sut (6.12) 


— nô (E)—iT + T (6.12) 


Ces résultats découlent de (6.9) et des formules de Sokhotski (8.3) 
et (8.3) du $ 1; par exemple 


= Ji G+J = a 
el Jar net 7 ds à 


k) Flsgnz]=F(8(x)]—F(0(—z2)]=2i9 T. (6.13) 
D F[g+]=-2nri[9Ll]enisgne (6.14) 


m) Soit V* le cône de lumière futur dans R'"*! (voir $ 4.4) 
et Ov+ (x) sa fonction caractéristique. En vertu de i), 


FI{6v+]= lim ( er D %080 gr — 
07 +0 y 
n+ 1 


n — 1 TD 
= 2 TT) RHiOP+HIEE (6.15) 
(pour un procédé de calcul simple voir $ 10.2). 
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n) PoLyNoMES D'HERMITS Définition: 


H(a)= (1) nn 2 mage MT, 


x3 


n=0, 1, ... 
Relations de récurrence : 
Ho(z)=n-/4, Hi(x)=V2n- "6x, 
Vr+iHau(z)=V2zH,(2)—VrHiu(z), n=1, 2,..., (6.16) 


Mr 2 VEnHyn(z), n=1, 2... (6.17) 
UE : 
| e“H,(z)Hh(x) dr = Onm: 
Transformée de Fourier : 
es — _# 
F Le 2 H, (2) | = VOni H,(t)e =. (6.18) 
Cette égalité découle de 
ä Le ee 
A, (+) e 2 =i"H, (the ? (6.19) 


par suite de 


LRO] (AT 
=V2nA, ()e T7 =VAr PH, Ge T. 


L'égalité (6.19) est satisfaite pour r = 0. Sa validité pour r > 0 
résulte des relations de récurrence (6.16), (6.17): 
E° 


H,()e = 
— _E — — 
Te ra (TE ) PV Era) ds 


— E 
VE fr oe]-VE rer et 


n l 
n-2 


E° 


"6e 21—VOEH, (ED) +V2H; 1 (E—Vr—1Hn(E)] = 


= TVR. E+2Vr—14n2 6) —Vn—1 HE] 
È2 
—i"H,(E)e 2. 
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0) REPRÉSENTATION INTÉGRALE D'UNE FONCTION DE BESSEL. On a 


1 
_ 1 Z V P __g2\v—1/2 
SAR ET (5) U PACS TE 


Rev +. (6.20) 


La fonction de Bessel 


(—1)à 2 \2RHV 
Jv @= 2 RIT (+v+ 1) (=) 


est la solution unique (à un facteur près) bornée en 0 de l’équation 
de Bessel 


0. 


(zu) + (z —+) u 


Etant donnée l'égalité 


1 
2)" 12 QE 


TETIRE PY Le 


1 


| —u) n°7 "/*du= 


Var +12) 
_ B(4/2, v+1/2) _ _ T(H/D)T (+42) 1 


Var) Var (v+1/2) T(v+1) T(vV+1) ? 


les deux membres de (6.20) présentent pour x —>+0 un comporte- 
ment asymptotique identique. Cette égalité se trouve donc démon- 
trée si son second membre vérifie l'équation de Bessel. On l’établit 
par la vérification immédiate 


1 
| (1 — #2) 1/2 [v2zV- 1 + (2v + 1) 2VIE—TVHIEZ LE pv+i _ 


#1 


1 
— vagv-1] eixt dE = 2v+1 | (A — 2)" 1/2 ex dE + 
“1 


1 
+(v+t)iev | (1—e)7 07 eiett dE = 0. 
=1 
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p) TRANSFORMATION DE HAnKeL. Soit f(|z|)E£?, i.e. ‘|| f ||? = 


= | lf(r) [2r"-! dr << oo. La fonction 
0 


go) Ï f(r)r° 82 (r) dr (6.21) 
p? 
est la transformée de Hankel d’ inté- 
grale converge en norme ‘|| Il. 
On a la formule d'inversion 
pe CE À à (9) p2Ja 2 (ro) dp (6.21°) 
TT 2 


: 
et l’égalité de Parseval (2x)"‘||f|[2= "|| £|f?. 
Cas particuliers : 


n= 1, 8(p)=2 | f(r) cosrp dr, 


eo 


n=2, e@)=x | FU) (re) dr, 


n = 3, = ( f (r)r sin rp dr. 


0 

On prouve les formules d'inversion (6.21), (6.21') et l'égalité 

de Parseval si on montre par le théorème de Plancherel (voir $ 6.6, c)) 

que les seconds membres de (6.21), (6.21”) sont la transformée de 

Fourier et l’antitransformée de Fourier de f (|z |) et g (| & |) respec- 
tivement. Utilisons (6.20), il vient en effet 


F{f(1zl)] = f(Izhet. » ar | f (r) rt | eir@&. s) ds dr = 
e - 0 lsi=1 
= On-1 | f(r)r" | eirp cos 6 sin"26 d6 dr = 
0 : 
n—3 


= On-1 Î f&) sil eireu (1— pu?) © dudr— 
0 


1 


ns : Ï f(r)r/8 ns (re) dr, 


c.q.f.d. ; ici ©, , est l’aire de la sphère unité dans R"-! (voir $ 0.6). 
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$ 7. Séries de Fourier des distributions périodiques 
1. Définition des distributions périodiques et leurs propriétés 
fondamentales. Une distribution f (x) € Z” (R") est périodique de 
période n-uple T, T — (T:, l'a; Sie T,,), T; > 0, si elle est pério- 
dique de période T'; par rapport à chaque argument x;, i.e. cette 
distribution vérifie les conditions (voir $ 1.9) 


fre mETR nt) =). Jets: 0 
Notons 7 l’ensemble de ces fonctions. 


er(x) 
Î 
_3 _1r 0 3 z 
37 37 17 47 
Fig. 27 


On démontre pour toute période #-uple T l'existence dans R” de 
la partition spéciale de l'unité (voir $ 1.2) 


ar E+ED = 1, er >0, erC D, 


supperc(—< Ti, ST) x .… x (—+ Ts Ta), (41) 


er (x) étant une fonction paire par rapport à chaque argument 
et kT = (KT, . .., knTh). 
Soit T7 >0. Désignons par er (x) une fonction paire de Z (R!) 


ayant les propriétés suivantes : supp er € + F, 2T), er (zx) = 1 
au voisinage de l'intervalle fermé [+ T, +T|, er (x) = 1 — 
—er(z+T),zE€ | + T, — Z T | (fig. 27) (on vérifie aisément 
que ces fonctions existent). er vérifie évidemment l'égalité 
D er(z+kT)=1, zenRt. (1.2) 
LEX 
Posons 
er (2) = er, (x). ern (2) (1.3) 


et établissons que la partition cherchée de l'unité existe. 
Introduisons une distribution par la formule 


ôr (z)= D 6(z—kT'). 
1h/20 


Evidemment ôr € Zr fN #’ (voir $ 5.3). 
8—0824 
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On démontre l'affirmation « si f € 27, alors 
f = (erf) + Ôr ». (1.4) 
En effet, on a, compte tenu de (1.1) et de la périodicité de f (x), 


f()=f(@ 2, er(z+AT)= à f(&)er(z+kT)= 


= D 1e +kDe (+= © ù Grf)+8 (+ #7), 


d’où (1.4) par suite de la continuité dans #” du nn de convolu- 
tion (voir $ 5.6, a)). 

La formule (1.4) entraîne en particulier que 27€ #’, et on 
a de plus, en posant f — ô- dans (1.4), 


Ôr — (er0r) » Ôr. (1.5) 
Soit fE Zr et. EC” MN Zr. Introduisons le produit scalaire 
(f, ®)r par la formule 
(f, P)r — (f, ErY). 


La définition est correcte si l’on montre que le second membre de la 
dernière égalité ne dépend pas de la fonction auxiliaire e- (x) satis- 
faisant à (1.1). Soit er (x) une autre fonction auxiliaire qui jouit 
des mêmes propriétés. Utilisons la formule (1.4) et (6.1) du $ 5, 
il vient 
(f, e7P) = ((erf) * ôr, erp)=(er (x) f (x) X 
X Ôr(y), er(z+y)p(r+y)) = 
= (f(x), (ôr(y), er (x) er (z + y) (x +y))) = 
=(f@), er(a) À er(e—AT)p(z—RT))=(f, er). 


i.e. le résultat cherché. 
Si 1 E Loc N Dr, alors 
T1 Tn 
f, qr= |... (| fH)pto az. (1.6) 
0 0 
Comme le produit scalaire (,)- est indépendant de er, il suffit 
de le calculer pour la fonction concrète (1.3): 


(, Pr = | er(z)f(z)@(x) dr = 


> Ts _. Ts _ Ti 
=| | eri (Z1) + S + | er, (21) | | er: (2) 
. os 


à n 
. Ern (Zn) f(x) p(z) dre... dr, das = 


4 
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+ TI 
= À (er: (ze)... en (en) f (7) pr) de... dm dm + 
EE 
À Ti LT: 
+[ er, (Z1) — | er. (a+ T1) | | ers(22) 
Ti LT 
ee €Tn (Zn) f(x) P(x) dt2 ... dry dr = 
Lr 7 
= | | À es (5) +. ern (z,) f(x) p(z)dzs ... den dre dr = … 
ET: LT 
FU OT HT 
= | | a. | f(x) o(x) dz. 
+ Ti Te — Tn 


En particulier, les fonctions trigonométriques 


. 27 27 
eu, = (Te, ..., 2), 


sont périodiques de période #-uple T et 
(eitho, x), eA’e, *))r = Ônn T4 sde (1.7) 


2. Séries de Fourier des distributions périodiques. Soit f € Z7. 
La série formelle 


1(k&,x) 


fe 3 a (etes, a (p= Le (1 


est dite de Fourier et les nombres c, (f) sont les coefficients de Fourier 
de la distribution f. 


ExEMPLE 1. Si fE£ke"N Z7r, alors sa série de Fourier (2.1) 
devient, par suite de (1.6), une série de Fourier classique. 


ExEMPLE 2. On a dans #” l'égalité 


D 6(+AT)=7——— D eithe 3) (2.2) 
IR1>0 DO 
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qui découle de la formule unidimensionnelle (3.5) du $ 2 et de la 
continuité dans #’ du produit direct (voir $ 5.5). 

Fixons un nombre m > 0 et soient f € 27 et m l'ordre de f. 
Il existe alors un nombre C, > 0 indépendant de f et k tel que 


IR PTS Cm em (+ IA I). (2.3) 
On aboutit, en effet, par définition du produit scalaire (,)r et en 
fixant er (x) à l'estimation (2.3): 


Len D = ge 0) | I (ere 2) | < 


LR Supe (1 +12 PT Dfler (7) er r]|< 


£C' If llem sus D (2) D er (@)1 (ka) 1 
ST p<a 
LC |1f Il-m (A +1#1)". 


TH£OREME. La série de Fourier de toute distribution f de Dr 
converge vers f dans #”, 


f(x) = | Di Ch (f) eittwr2), (2.4) 


k|>0 


DEMONSTRATION. Portons l’égalité (2.2) dans le second membre 
de (1.4): 


1 1 : 
f=rf)e D pr Sn D) (rt) seen, 
1R1>0 lk]>0 


et utilisons (3.3) du $ 4 pour le produit de convolution: 

(erf)s ei» = (f (y), er(y)eitu.<-0)= Ti. Dion (f) ele.» 
On obtient f sous forme de série de Fourier (2.4) qui converge dans 
#', c.q.f.d. 

_ Consequence 1. Une distribution f de D% est bien définie 
par l'ensemble de ses coefficients de Fourier {cx (f)}. 


Conséquence 2. Si fE Ir et EC MN Z7r, on a l'égalité 
de Parseval-Stéklov généralisée 


(, Phr= Ÿ caf) cn (@). (2.5) 
50 
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ConsequENcE 3. La série de Fourier d'une distribution f de 
Tr est oo-dérivable terme à terme: 


D°f(x)= à 40) (ikw)" eithe. x), (2.6) 


de sorte que 
ex (0°) = (ko)*cx (D. (2.7) 
3. Algèbre de convolution Dr. On munit l'ensemble Z7 de 
l'opération de convolution @ par la formule 
f@e= (ere, fee Sr (3.1) 
Le produit de convolution f ® g est indépendant de la fonction 


auxiliaire er et commutatif. 
Cette affirmation découle de l'égalité 


(erf) » g = (erg) » f, (3.2) 


résultat de l'identité (1.4) et des propriétés de continuité, d'associa- 
tivité et de commutativité du produit de convolution s« (voir $ 4.2): 


(erf) * g = (efr) * ((erg) * Ôr) = ((erf) * Ôr) » (erg) = 
= fs» (erg) = (erg) » j. 
L'opération f —f ® g est linéaire et continue de 47 dans #” 
(voir $ 5.6, a)). 


Enfin f @ g € Zr. 
Cela résulte de la propriété ($ 4.2, c)): 


G & &) (x + AT) = (erf) » g (x + KT) = (erf) » g = ( ® 8) (x): 


Le produit de convolution de distributions fi, fo, + - «+, fm € ZT 
en nombre quelconque se définit de façon analogue, à savoir 


fi B fe D... D fm = (rh) »* (érfs) +...» (er "‘Îm). (8-3) 


Il est associatif et commutatif (voir $ 4.2). 


EXEMPLE 1. Si f et g€£hefN\Z7r, alors 


T1 Tu 
team=....{;ax-pnema- 
0 
T1 Tn 
=... fuem-ndy-(sent). (4 
0 0 


EXEMPLE 2. 
fBethe x =T,.,. Tic, (f) eitre, x), (3.9) 
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En effet, 


(f ® eo, x), p) = ((erf) » Au, x), p) — 
= (er (5) f (E) X een), p(E + y)) = 


= (/(), er () | ete. np (+ y) dy) = 
= (76), er (ete. 5 [eine sp (x) dx) = 
= Ti ... Thca(f) | eitkw, x)o (r) dx. 


On a en particulier, en vertu de (1.7), 
eitho, x) @ eitk’o, x) — T, .. T hônnreltRw, x), (3.6) 


EXEMPLE 3. La formule (1.4) se récrit 


f=f ® Ôr, D”f = f & D'ôr, f € Ar, (3.7) 
et pour f et g € DT on a en général 
Ch À ® 8) = Ti. - + Tacn (Per (8). (3.8) 


Utilisons (3.5), il vient! 


cn (f ® 8) = 7 eiROR) (f @ 8) @ er. = 


= 7 — ei x) (f @ (g @ ei(Rws x))) = 


= Ca (g)e7 RE 9 (f @ elhS: #)) me Ti... Tex (f) Cn (8). 


Ainsi, Z7 forme une algèbre de convolution pour l’opération & 
(voir $ 4.5). L’algèbre Z7 est associative et commutative, elle 
A unité ô- (voir (3.7)) et contient des diviseurs de zéro (voir 
(3.6)). 

Les équations a @ u = f dans l’algèbre de convolution Z7 respec- 
tent tous les résultats du $ 4.8, d), mais les énoncés suivants sont 
plus rigoureux. 


TuæeoreMe. L'opérateur a ®, a E 7, a son inverse 6@ dans Dr 
si et seulement si l'on a pour certains L>0etm 


[ex G)IZLA+IK NT, (3.9) 


la solution élémentaire 6 étant unique et représentée par la série de 
Fourier 


1 Li i(kO, x 
É(=- Tr 2 ck () eux), (3.10) 


nd © 
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DEMONSTRATION. SUFFISANCE. L'estimation (3.9) entraîne la 
convergence dans #’ de la série (3.10) dont la somme 6 appartient 
de plus à Z7. On démontre que & vérifie a @ 6 = ôr. D'après 
le Théorème du $ 7.2, il suffit de prouver l'égalité des coefficients 
de Fourier 


Cx(a B6Ë)=c Br) = 7 


Or, ce résultat est juste vu (3.8) et (3.10). 
Necessrre. Soit dans Z7 une solution élémentaire 6 de l'opé- 


rateur a @, a @® 6 = Ôr. Cette solution est unique (voir $ 4.8, d)) 
et on déduit de 


cr (a D 6)=0cr(a)cx (E) Ti... Tn= cr (ôr) — Ti _ Ta 
l'égalité 
Ch (é)=7— de x (a) : GE 


Le développement (3.10) a donc lieu. Notons m l'ordre de 6 et 
appliquons les estimations (2.3). L'égalité (3.11) entraîne (3.9): 


Len (8) = er or SCIE lan HE D, 


c.q.f.d. 


&. Exemples. a) Trouver la solution dans Z7 de l'équation 
« quadratique » 


172 @ U — Ôr. (4.1) 
On a 


1 1 


Re Tr, USER 


et l'équation (4.1) a donc un continu de solutions 


u (2) = 5 D, epelthu. ne, = +1. (4.2) 
no lk1>0 
b) (52) 8=867. n=1, Àziko, k=0, +1, 

Récrivons 

(Ôôr — Aôr) ® 6 = Or, 
il vient 

ko — À | 
T- T Ch (&)=-7., 
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si bien que 


1 1 
6 (z) = T D. Berre Va ernax, (4.3) 
IR|>0 


c) Soit le problème de valeurs propres 


Ôr Bu= Au, uC Ær, 
l=œikw, uy(r)=eiuz, k=0, +1, ..., (4.4) 


étant les valeurs propres et les fonctions propres associées de l’opé- 
rateur Ôr @. 

d) Soit fE Z7r, n = 1. On demande la primitive f(-! dans 
TT (voir $ 2.2), 


UT nf, Br =. 


Il résulte de 
cn (172) == cn (f) 


. y : ie si et seulement si c, (f) = 0 et que ft"! s'exprime 
par la série de Fourier 
j0 (je D A env c, (4.5) 
[k]>0 


avec C une constante quelconque. 


e) PoLyNoMESs DE BERNOULLI. Posons f, = Tôr — 1. Comme 
Co (fo) = TCo (Ôr) — co (1) = 0, il existe ff" ET; prenons 
Co (5) = 0, et ainsi de suite. On aboutit à une suite de primitives 


0 (x) € Zr, m = 1, 2, ..., qui sont des polynômes sur l’inter- 


valle fondamental (0, T) connus sous le nom de polynômes de Ber- 
noulli. Développons-les en série de Fourier. On a 
(Em) = 67 @ SEM = fo= Tôr—1, 
donc 
Cu (ÔT D 16 "))= (iko)" cn (fm) = 1, kZÆO. 
Par conséquent, 
(D = D Trr . (4.6) 


{R]>0 


Par exemple, ff (x) — F — 7, 0<z<T. 
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$ 8. Distributions de type positif 


1. Définition et propriétés fondamentales. Soit f € Z” (R"). Une 
distribution f*(rz) = f(—z) de Z’(R") est dite »-hermilienne 
conjuguée de f; si f = f*, alors f est une fonction (ou une distri- 
bution) +-hermitienne. 

Une fonction f (x) continue dans R" est de type positif et se 
note f > O si tout point x,, ..., x, de R" et tout nombre com- 
plexe z,, ..., z, vérifient l’inégalité 


D f(zy—2) 22h >(. 


1SS h<I 
Cette définition entraîne les propriétés suivantes: posons ! = 1, 
il vient f (0)2>0; posons L = 2, x, = x, x, = 0, il vient 
f (0) (1241 +122 12) + f (x) 2422 + f(—2) 41220, 

et f est donc »-hermitienne bornée: 

f=f", 1f()1<f(0); (1.1) 
remplaçons l’intégrale par la limite d’une suite de sommes rieman- 
niennes, on a l'inégalité 


ffc—-bDo()pEdrd>0, pes, 


(f, psp*)20, Ex. (1.2) 


Ce résultat nous permet de dire qu'une distribution f € 2’ 
est de type positif (on le note f S 0) si elle vérifie la condition 


(, pep*)20, eZ. (1.3) 

Il en suit immédiatement que f(—x) à 0 et f D O0 pour f > 0. 

Pour qu'une distribution f soit de type positif, il faut et il suffit que 

feaurat © 0, aEé. (1.4} 

Si f © 0 et si l’on utilise la formule (6.4) du $ 4 et les propriétés 

de commutativité et d’associativité du produit de convolution 

(voir $ 4.2), on a en effet quels que soient « € 6” et  €Z: 

Feasa*, pep*) = (, (as a*) (—z) » (p» p*)) = 
= (f, a (—2x) » pls [a (—2) » p*l) = 

= (f, [a (—zx) » ple [a (—zx) » pl*) 20 

parce que œsp€% quand am E 6” et pE Z (voir $ 4.2,g) et 


$ 4.6). On est donc dans la condition (1.4). La réciproque est égale- 
ment vraie. Supposons remplie la condition (1.4) de sorte que 
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fsasa* est, pour & € Z, une fonction continue de type positif 
et (fs as»a*) (0)>0 par suite de (1.1). Utilisons la formule (6.3) 
du $ 4, il vient, pour tous les &« € Ÿ, 


(f(— y); œua*)=(f, (ms a*)(—y))=(fsas ax*) (0,20, 


si bien que f (—zx) à O0 et donc f > 0. 
Sif D 0, alors f = f*. 
Les résultats précédents entraînent, en effet, pour tous les & € Z 


foasat) =fto(asa*) = fs (ae a*). 


Faisons tendre dans 6” «& vers Ô (alors a* — ô dans 6”, et la for- 
mule (5.1) du $ 4 implique «& + a* —+ 6 dans 6’) et utilisons la 
propriété de continuité du produit de convolution (voir $ 4.3), 
il vient j = f*. 

Dans la suite nous nous servirons du 


LEMME. /1 existe pour tout entier p 0 une fonction w (x) telle que 
5 À 
VECP; w(2)=0, [:1>1; FloO>TEsmr. (5) 


DEMONSTRATION. Soit 4x € Z, x (x) — O0 pour |z | > 1/2 et 


{ ei, s) d& _p- 


—_1 "de _ RE 
Y (x) .— (1+IE jepprnri | (1+]8 [F)prnri | : 


(27)7 
On vérifie que w = y (4x +%*) jouit des propriétés (1.5). Puisque 
YECPet x» x* EC”, ona «© ECP. supp © € supp % + supp 4° € 
CU, je + Uiys = U, par suite du $ 4.2, g). On a enfin, moyennant 


la formule pour la transformée de Fourier du produit de convolution 
{voir $ 6.5), 


Flo] ®)=F{[Y(G+x91= 
ns 1 = “11 | — 
= FL JEU 00 F te ]= 


= 2n)" (1 +| E pshptu+i # | F [x] | se (2rn)" | (1+1] E—y [Pyprn+i » 
donc 


| F |: [° di 
F [w] (E) > Gr | LF [x] | (y) dy > 
| 


(HE PPT 
vi<1 


1 ; A 
> "Roanne | 1F bd WAY Eprrr 
c.q.f.d. 
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2. Théorème de Bochner-Schwartz. Soit f € . et f > 0. f est 
alors d'ordre fini m>0 dans la boule U, = {r:|xz | << 3 3] (voir 


$ 1.3), 
[EG PI<Æ lolo PECT (UV). 


Prenons un entier p > 0 tel que 2m et soit w une fonction 
ayant les propriétés (1. 9). Alors © » w* € C® (U,) et la distribu- 
tion g=fs@s0* =f+{(ws*) 5 0 est donc continue dans 


la boule U.. 

Démontrons sa borne dans R*. 

Soit &EZ, suppæaCUVin n>0, [ Œn dr =1, an — 6, 
n— 00. La suite de gsa,sar, n—2,3, . est uniformément 
bornée : 

[(gsanvan)(z)|< max |g(x)| [lan * an lg Lmax|g (x)| 
Ix|<2/n Ix1<1 
(voir $ 4.1) et converge faiblement sur Z dense dans £! (voir 
$ 1.2). Dans ce cas, on identifie la distribution limite g avec g (x) 
de £®. 
On démontre que g (x) est la transformée de Fourier d'une mesure 


Z>0 bornée sur R”. Etant données la borne de get la densité dans # 
de TZ (voir $ 5.1), l'inégalité 


(8, p+p*)20 
est valide quelle que soit p € Ÿ, donc 
(ET [gl, Fp-p*)=(F"1Igl, [F1p120, eg. (2.1) 


Or, F est un isomorphisme de # sur # (voir $ 6.1), si bien que 
l'inégalité (2.1) est équivalente à 


(F-[g], [#2Z>0, wep. (2.2) 


Soit q € Ÿ une fonction d'essai non négative quelconque et {n:} 
une suite de fonctions non négatives de % qui tendent dans KR” 
vers 1 (voir $ 4.1). On a 


[mu Vo+TklP=ni(p+1/4)—>p, ko dans #, 
et, en vertu de (2.2), 
(Ie), q)=lim(F#[gl, Im Ve+1#")20, per. 
Aux termes du Théorème 2 du $ 1.7, F-! {g] = v est une mesure 


>0 sur R' et g = F[vl Mais v = F-l[g] € #'. Aussi v est une 
mesure tempérée (voir $ 5.3), si bien que toutes les @ € $ satisfont 
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à l'égalité 
(F1 1g), p)= | p(E) v (dE) = (8, Ft Ip). (2.3) 


Soit {n.} une suite non décroissante de fonctions non négatives de 
qui tend vers 1 dans R”. Alors F-! [n,] — 6, k —+ co, sur toutes les 
fonctions bornées dans R”, continues au voisinage de zéro. Posons 
@ = n, dans (2.3), il vient 


À me () v (GE) = (6, Fm). 


Passons à la limite quand k —o et utilisons un théorème de 
B. Levi,on a 


| v(&E) = 8 (0). 


C'est le résultat cherché. 
Démontrons que 


UsOs@*—=£ (2.4) 


a une solution unique dans la classe des distributions de type posi- 
tif de Z” et que la solution est définie par la formule 


am Pr | es 


Selon le Théorème du $ 6.5, la distribution w ainsi définie est, 
par suite de (1.5), la solution de (2.4) dans la classe #” : 


F [ul|F Lol = F {gl = v. (2.6) 


Il reste à montrer que la solution de l'équation homogène 
usoso* — 0 dans la classe u = u, — u,, u; D 0, u, E”, est 
triviale: u — 0. Admettons que u=u, —u,, uj D 0, u; € Z", 
vérifie cette équation. Dans ce cas, il en est également de la fonc- 
tion us+asa* pour tout &« € 7: 


(ueoseo")sasat =0—=(usasa*)e os w*. 


us aa —=usasa*—u,;sœx+a* étant la différence de fonc- 
tions continues de type positif, est donc bornée dans R" (elle est 
a fortiori dans #’). Les résultats obtenus aidant, ona usa» a* — 
— 0. En passant à la limite pour &« —+6 dans 6’ et en utilisant 
la continuité de la convolution, on a u = 0, c.q.f.d. 

La distribution f © 0 vérifie de même (2.4). Comme la dernière 
équation admet une solution unique, f coïncide avec la distribution 
u donnée par (2.5). Par conséquent, f est la transformée de Fourier 
inverse de la mesure tempérée u — v | F [wl |? (voir (1.5)). 

Ainsi, nous avons démontré la nécessité de la condition du 
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Tu£sorseMe (Bochner-Schwartz). Pour qu'une distribution 
f € Z' soit Ÿ 0, il faut et il suffit qu'elle soit la transformée de Fou- 
rier d'une mesure u>0 tempérée, f = Flu], € #,' p > 0. 


SurrisANce. Sif = Flul, u >0,uES#", alors (u, | p |?) > 0 
quelle que soit p € #. D'où (cf. (2.1)) 
&, |FllF) = (Flu, FTITF lol PD = (f gep*) 2 0, € Z, 
de sorte que f D 0, i.e. le résultat cherché. 

ConseQuENcE 1. Sif € Z',f © 0, alors f E F’. 


CoxsequEencE 2. (Bochner). Pour qu'une distribution f continue 
au voisinage de 0 soit de type positif, il faut et il suffit qu’elle soit la 
transformée de Fourier d'une mesure positive v bornée sur R': 


ft)= (ei bv(dæ), v2>0, [v(@b=f(0, (27) 
f (x) étant continue sur KR”. 


CoxseqQuENcE 3. Une distribution f est de type positif si et seulement 
si elle est représentée (de façon unique) pour un entier m>0 par l'éga- 
lité 

f(x) = ( — A)" fo (x), 
où fo (x) est une fonction continue de type positif. 


L'affirmation découle de la suite d’égalités 


= Flu F [AH ]= A F1, 


où la mesure v=u(1+|E6{"">0 peut être bornée sur R' 
pour m suffisamment grand. 


3. Exemples. a) Soit P (£) un polynôme >0. On a 
P (—iD) 6 Ÿ 0. 


En particulier, ô © 0. 
b) SifS 0etgeé’,g > 0, alorsfsg > 0. 
En effet, la mesure F{gl>0, F{glE68, (voir $ 6.4) et 
F{ff-gl = F1f] F [g]0 est donc tempérée. | 
c) Sif > 0et F[gle 6, g © 0, alors gf D 0. 
* En effet, g€0,,, gf ES’ et 


F1 {gfl= F1 (g) + F1 1f] 
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est une mesure >0 de #’. C'est donc une mesure tempérée (voir 
$ 5.3). 

d) e—(4x, x) 5 0, avec À une matrice définie positive réelle 
(voir $ 6.6, b)). 


e) 1 D 0, nr = 3 (voir $ 6.6, g)). 


f) nô (x) + i9 LD 0, n = 1 (voir $ 6.6, j)). 
g) Pour que f € ZT soit de type positif, il faut et il suffit que ses 
coefficients de Fourier c, (f) soient non négatifs. Ceci étant, 

(F, p ® p*)r 0 (3.1) 
quelles que soient EC” MN Z7. Celai découle du Théorème du 
$ 7.2 qui veut que 

GE = 2 Ch (f) S (E — kw), (3.2) 


k|>0 


et du théorème de Bochner-Schwartz. L'’inégalité (3.1) se démontre 
par le procédé développé au $ 7. Utilisons (3.1) du $ 7 et (3.3) du 
même paragraphe, il vient la chaîne d'égalités 
(7, p ® P')r = (erf, p ® p") = (7 » 6, er (p ® p*)) = 

= (Ô, f(—z)+er(p ® P*)) = (6, f(—zx) 8 (p ® p*)) — 

= (Ôô, f(—z) ® p ® p“)—(6, f(— x) » (erp) » (erp*)) — 

= (Ô, f(— zx)» [(erp) s(erp)*]) = (f, (erp) + (erp)*) 

de sorte que 


(F, p ® p*)r = (, (erp) » (erp)*), (3.3) 
d’où l'inégalité (3.1). 


$ 9. Transformation de Laplace 
des distributions tempérées 


Depuis qu'elle a vu le jour grâce à Schwartz [3] et à Lions [1], 
la théorie générale de la transformation de Laplace des distributions 
progresse essentiellement en matière de distributions tempérées qui 
jouent un grand rôle en physique mathématique. 


1. Définition. Soit | un cône pointé convexe fermé dans R° 
de sommet en O0 (voir $ 4.4). Introduisons la notation C = int l'* 
(selon le Lemme 1 du $ 4.4, C = @; C est un cône convexe ouvert) 


et désignons par T° un domaine tubulaire dans C" de base C tel que 
T=R +iC=(z2=17+Liy:zER", y E CI. 
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Soit £gE Ÿ’ (l+) (voir $$ 5.6 et 4.5). On appelle transformée de 
Laplace L {gl d’une distribution g l'expression 


L Ig] = F [g (6) e-@: 5] (x), (1.1) 
F étant la transformation de Fourier. 


EXEMPLE. 
L [6 (E — E)] = eit: ke), (1.2) 


ce qui découle de la formule (2.6) du $ 6. 
On démontre qu'on a, pour tout y EC, 


ge vo Es, 


i.e. la transformée de Laplace L [gl est pour tout y EC une distribu- 
tion tempérée en x. 


Soit n une fonction quelconque de classe C” telle que 
| D'nŒ)1<ca; n(E)=1, Ec(suppe)*; n(&)=0, EC(suppg)” 
(e >> O0 quelconque). Le résultat du $ 6.6, i) entraîne alors 
n(E)e-w 5 ES (R*) pour tout yEC, (1.3) 
et on a donc, par suite de (10.2) du $ 1, 
ù g(b)e-v=g()nbe oc", 


ce qui établit notre affirmation. 

La transformation de Laplace L est une opération linéaire biuni- 
voque, ce qui découle des propriétés correspondantes de la transforma- 
tion de Fourier (voir $ 6.2). 

On démontre maintenant la formule 


Lg]=(g(E), n@eit.®), zeT°, (1.4) 


qui ne dépend pas de la fonction auxiliaire n dont nous venons d’énu 
mérer les propriétés. 
Soit, en effet, y E Cet p € Ÿ, auquel cas (cf. $ 6.6, i)) 


(LIe1, p)= (Fe @e-v.b], g)=(g@e-&, F[o)) = 
= (8 n@e-t.d [ptet D dr)= | p(2) (8), n(®) eft.5) az, 


d'où l'égalité (1.4). Nous avons utilisé la formule (5.4) du $ 5 par- 
ce que 
n () e-%: Hp (x) et. D € (R??) 


en vertu de (1.3). 
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Introduisons la notation f(z) — Lg]. Démontrons que f (2) 
est holomorphe dans T° et qu'on a la formule de dérivation 


D°f (2) = (GE) 8 ©), n @) ei b). (1.5) 
On procède comme pour le Lemme du $ 3.1. La continuité de 
f (z) dans T° découle de (1.4), de la continuité en z de n (à) eit:. 5) 
dans T° au sens de la convergence dans #, 
net D n(Eteit. bd, 27 dans, 2ET°, ET 


{voir les estimations du $ 6.6, i)) et de la continuité de la fonction- 
nelle g sur #, 


f{)= (8), net 9) (g(E), nn eGeb)=f (20), 220. 


Pour démontrer que f (z) est holomorphe dans T°, il suffit d'établir, 
en vertu du théorème connu de Hartogs, l’existence de toutes les 


dérivées premières + j=1,...,n. Soit e, = (1, 0, ..., O0). 


Pour tout z € T° on a alors 


Xn (E) = - [n (E) eiG+hes 9) — n (E) ete D] — 
#n(E)itielt 9, h—0 dans Ÿ 


L'expression (1.4), la linéarité et la continuité de g sur # impli- 
quent donc pour k +0 


LORIE EL (8 (E), n@) eitthe D) — (g (8), n (E) ele D)] = 


= (£g(E), x, (E) (86), n(E) ibreite 0) = (ilig (E), n (E) eïte 5), 
of 


si bien que ee existe et la formule de dérivation (1.5) joue pour 
a —= (1; 0;::: : 0) et, partant, pour toutes les dérivées premières 
0 ; ; 
Ge ®, nO EE), j=1, 2. (1.6) 


Répétons nos raisonnements en ce qui concerne (1.6). On s’assure de 
la validité de (1.5) pour toutes les dérivées secondes, et ainsi de 
suite. 

Nous avons donc prouvé notre affirmation. 

Le problème se pose de bien caractériser les fonctions holomor- 
phes qui sont les transformées de Laplace des distributions des algè- 
bres $#’ (T,) et #’ (T). 


2. Propriétés. Les propriétés des transformées de Laplace décou- 
lent de celles des transformées de Fourier (voir $ 6.3). 
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a) Dérivation : 
D°L [gl] = L [(iE)*gl. (2.1) 


C’est la formule (1.5). 
b) Transformée de Laplace d'une dérivée : 


L (ID°g] = (—iz)" Lg]. (2.2) 
Il suffit de le démontrer pour les dérivées premières. On a 


ÉRIC AU 
= Fe @)e-0.0) | +u,F le e-w.0) = 


=(—ixz;+y;) Ffg (be V9] = —iz,L[g]. 


En particulier, on pose g == Ô (£ — E,) dans (2.2) et on utili- 
se (1.2): 


L{D*6(E—Eo)]=(— iz)" eitz. bo), (2.3) 
c) Translation: si Im a € C, alors 
Lg (E)ee. 5] = Lg] (2+ a). (2.4) 


En effet, 
L{g(E)eitc.9]=F[(g(E) eitRe a, be-(v+1m a, &)] — 
= L{g)(z+Rea+iy+ilma)= L{g](2+ 0). 
d) Transformée de Laplace d’une translatée : 
L{g (@—E0)} = e'G: 0 L [g] (2). (2.5) 


e) Transformée de Laplace dans une transformation linéaire de 
l'argument : 


Lie (A4B1= rar LIel(AT Te), 2€ TAC, (2.6) 
f) Transformée de Laplace du produit direct: si g(E)€ #" (Ti+) 
et g2(n)ESŸ" (l2+), alors 
L [81 X 82) (2, 0) = Lg] (2) Lg] (Q), (2, DE TAXE, (2. : 
g) Transformée de Laplace du produit de convolution: si 
Ef TH nm ES’ (T+), alors ge ES’ (T+) (voir 8 5.6, D) . 
L{g + g) = L [g] L {gl (2.8) 
On démontre d’abord que si g€2'(F +) et g,€Z'(T+), on 
a pour tous les yEC 
(ge-W. D) « (gre-W.b)= (ge gs) e- 08. (2.9) 


9—0824 
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Utilisons (5.1) du $ 4, il vient pour toutes les @ € Z: 
((ge- D) (ge m9), p)=(g(E)e- 40 X g1(E)e- ve, 

m1 (E) n2 (8°) p(E+E"))=(8 (E) X 81 (87), m1 E) mE)e VE EIP(E+E ))= 
ES (g s Lis pe”. 5) = (e”w. 5) (g id ga), ®), 

i.e. le résultat cherché. La formule (2.9), avec g et g, € #' (T +), 

et (5.1) du $ 6 entraînent de suite (2.8): 

Ligsg]=F{(grg)e vo]=F[(ge- 8). (ge 0)] = 
= F{ge- 9] F [ge 9] Le] L [gi]. 


REMARQUE. S'agissant d'une variable, la transformée de Laplace admet une 


autre définition en calcul symbolique (d’'Heaviside): si un original g € 
E P’ (LO, œ)+], son image (transformée) de Laplace est la fonction 


F [g(t)e-%](— ©) 


holomorphe dans le demi-plan droit o > 0 du plan complexe p = © + io. 
En particulier, 


oo 
6(t) ——+ | hèt=, 
0 
Quant à nous, nous resterons fidèles à la définition (1.1) mème si n = 1. 


3. Exemples. 
a) L{fe) = 


avec f, la distribution de #', = #’ | Z'} que nous avons intro- 

duite au $ 4.8,e). On choisit la détermination de (—iz)* dans le 

demi-plan y > 0 de façon qu'elle soit positive pour z = iy, y > 0. 
Soit æ«>0. On a 


pi , y>0, (3.1) 


1 
y® ? 


e pari 
Lifl(y= | ei 
0 


oO 
[ ut-le""* du = 
(æ) 9 


si bien qu’il y a coïncidence sur la courbe z = iy, y > 0, des fonc- 
tions L (fl (z) et (—iz)"* holomorphes dans le demi-plan supé- 
rieur. Selon le principe du prolongement analytique, l'égalité (3.1) 
est vérifiée pour & > 0. Mais si &« < 0, on a a+ m > 0 pour un 
entier m. Aussi f, = f{m et, d'après 8 les résultats établis, 


L [fa] = L (Fm) — (—iz)" A (fa+m] = ( — iz)" (—iz) TT = ( — iz) 
b) L [0 (£) sin wË] — 


n 


. (3.2) 
L [6 (Ë) cos wë] — To 


2— 2° 
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ce qui découle des égalités (voir a) pour æ& = 1) 


L (8 (E) eiv5] — L [6 (£) et] — — 


z+o ? 


c) Démontrons 


6 v-1/2 
L ÉCLENES) 1, ]=(4—27742 v>—1/2. (3.3) 


On a, en vertu de a), 
L{effs_ 1,2 (E)) = (— ii Je L{e-#fs_ 172 (8)] = (— ne 


La formule de la transformée de Laplace du produit de convolution 
donne 


L{(eEfs- 172) » (e- fu ayo)] = (1 — 22) TUE, 
Mais 


ë 
(eff, 1/2) , (e-f, 1,2) _—_ SE | eitt-the”it (E— +)” 1/24v- 1/2 dt— 
0 


{ 
STI [ est qtt ua" fau = 


1 
_0Œ@E* “it +) v-1/è S OŒ)V x fE\v 
Fons Je = Tong (+) /°@) 


__v+i 
En HS 


ce qui démontre (3.3). Nous avons utilisé la formule (6.20) du $ 6. 
d) Démontrons 


€ 
sint= | Jo (E—t) Jo(t) dt. (3.4) 
0 
Les deux membres étant impairs, le cas & >> 0 suffit, ce qui équi- 
vaut à prouver l'égalité de convolution 
6 sin & = (0J,)* (0/0) 
équivalente à l'égalité triviale 


1 1 1 
1—2%  pVi-z Vi-z? y >0, 

par suite de b) et c). 

9" 
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e) Cherchons la solution élémentaire 6 de l’opérateur (0J,)s 
dans l'algèbre #',. On a, compte tenu de c), 


L[OJ,] = #0 y> 0. 
Donc 
L(8= VIF, 
d'où 


8 (E) — 0 (€) Jo (E) +18 () Jo EI" = 0 (6) Jo (E) + 8 (E) Jo E)+ 
+28 (€) Je () +0 (6) 75 = — << E + 6° (E), 
1.e. 
8 (E)—0 (6-2 +6" (). (3.5) 
f) Soit fE Lio ZT (voir $ 7), rn—1. On a 


LEO = 7 ( f (E) et de. (3.6) 
0 
En effet, 


L{8f1(:)= | fŒ)errdE= | ert+nf(s4 T)dt+ 
0 0 


T T 
+ (ettf(E) dE =enTL (6ÿ1+ À efrèf (E) dE, 
0 0 
d’où le résultat voulu, i.e. (3.6). 


$ 10. Noyau de Cauchy et transformations 
de Cauchy-Bochner et de Hilbert 


1. Espace %.. Désignons par £3 l'espace de Hilbert de toutes 
les fonctions g(£) muni de la norme finie 


Melo = [T1 @ PA +18 Pt] = ie @ A +161 11 


Désignons par 6£, l’ensemble des fonctions (ou des distributions) 
f(x) qui sont les transformées de Fourier de fonctions de £3, f = F{gl], 


avec la norme 
If Île = IE ETF] les = & Îles. (1.1) 


Le paramètre s est réel quelconque. 
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On a évidemment #o—=#£?2=£i et 


lgllo=lle 1= 27) "*1f1=117 Il, 


en vertu de l'égalité de Parseval (voir $ 6.6, c)). 
On a par définition de &,: pour que LA il faut et il suffit 
qu'elle soit représentée par 


f(z)=(1—A)"fi(z), fEL£2 m—0, s20; 
m=i+[-5], s<0. (1.2) 
&, est un espace hilbertien isomorphe à Z° et 
Per, ss <s, 
l'inclusion ayant le sens de l'injection avec la topologie correspon- 


dante, Î Île’ < Ï Îles JE À 8° 

On démontre que # est dense dans é.. 

Etant donné (1.1), il suffit de montrer que Z est dense dans #:. 
Soit g€ Li et e>0, auquel cas 


p(E)=£2(E)(1+1E/)"* eZ. 


Or, Z est dense dans £?2 (voir $ 1.2, Conséquence 1 du Théorème 2), 
, il existe donc une fonction 41 € Z telle que [|| — Y1l| < €. 
osons 


a E)= HE UA+IET"EZ, 


il vient 
le—ali= | 188 OPA HIER EE —v Ir <e. 
C'est ce qu’on voulait. On démontre l'affirmation suivante: 


#,aC si L est un entier, l<s—n/2. 


REMARQUE. C'est un cas particulier simple des théorèmes de l'immersion 
de Sobolev (15; [2]). 


SifE ,, on a alors, pour tous les [a | << L<<s — n/2, 
EaF-1 [fl] € £1 


en vertu de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski 
REF ne [IG HIER "HIER FOIE 


<[ EF" a+ de] IE +1" re 
= K || FE 1f] Îles = K || fÎls < 00. 
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Donc 
DS (e)= D°FIF (= | (— HE F1 Eee. DEC, 


et, quels que soient | « | < L, on a D°f (x) = 0 (1), | x | —> , selon 
le théorème de Riemann-Lebesgue. Cela signifie que f € C! (pour 
les notations voir $ 0.5). 

Soit s > O0 un entier. L'espace £? a pour éléments des fonctions 
£ (E) telles a que Etg € £? pour tous les | &« | S s, et ces fonctions seu- 


lement. Aussi 4%, est formé de f pour lesquelles D°f € £? quels 
que soient | &« | <s (Plancherel), et de ces f seulement. On vérifie 
facilement l’identité 


EN ÉIE-s + 2 1 D lé. 


d'où l’on tire que les éléments de ee sont des fonctions f € &#,- 
telles que Dif € 1, j = 1, 

Décrivons le dual de .e. Puisque $# est dense dans le dernier 
espace, toute forme linéaire continue sur $£, est définie de façon 
unique par sa restriction à #. 


LEMME. Si L (f) est une forme linéaire continue sur &,, alors 
une fo € Es vérijie 

LP) = (of), EF, (1.3) 

et la norme de cetie forme est || foll. Ainsi, GE -, est le dual de .. 


DEMONSTRATION. La forme linéaire 
Li (0 = L(FA y (8) (A + 18 17%) 
est par hypothèse continue sur £* et coïncide avec L (f) quand 


LE) = A+IE "FUI (1.4) 


L'application f —+% définie par (1.4) étant biunivoque et biconti- 
nue de 4, sur £2, on a || Lil] — || L ||. F. Riesz a établi qu’il existe 
une fonction g, € £? telle que 


L= (410% [al=lZll 


Introduisons une fonction g € £*?, définie par 


gt) = a) (A+IEl)"* 


et notons fo — F Igl. L'égalité précédente fournit, pour toutes les 
fE Ÿ, la formule (1.3): 


L(N= Li (+18) F1) = 
= (a+ FE = À 8 EF = (F8), = (io, f) 
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et de plus 
IZLi=llel=lte HI) "111 fo Île 


ce qui achève la démonstration. 


Une condition nécessaire et suffisante de f € , est que 


f=gsl,, ge Æ?, (1.5) 
avec le noyau L, défini par la formule 
L,(z)=F {+187 (1.6) 


l'application g—+f—geL, étant biunivoque et bicontinue de £? 
Sur À sg. 
En effet, (1.5) est équivalent (voir $ 6.5, Remarque) à l'égalité 
Flf= Flag (4+1E RP" 


qui établit une correspondance biunivoque et bicontinue entre 
L'et Æ.. 
Le noyau L, a, par suite de (1.6), la propriété évidente 


Lys Lo = Litor 
On a en explicitant : 
(—A) “*6(z) si —s>0 est pair, 
L, (x) = 


2 s/&4-n/2 . 
rares el "Rues (zh si >, 


avec X, une fonction de Bessel d’argument imaginaire. 
REMARQUE. Le produit de convolution (1.5) s'appelle potentiel besselien. 


Soit fE dE, et fo E Ko. Le produit de convolution f » f, existe 
dans $’, est représenté par la formule 


fsfo = F[F {fl F [fl] (1.7) 
et continu par rapport à l’ensemble f, fo: si f 0 dans &, et f) +0 
dans €, alors f = f) 0 dans F”. 


Mettons, en effet, f et f, sous la forme (1.2): 
f=(i—A)"fs EL, fo=(1—A)'fus foie £2. 


La formule (1.7) pour f, * fo (voir $ 6.5, b)), la règle de dériva- 
tion du produit de convolution (voir $ 4.2, e)) et les propriétés des 
transformées de Fourier (voir $ 6.3) nous font conclure à la validité 
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de (1.7): 
A— A)" (fi fos) = (1 — A)" fe (1 — A) foi = fs fo= 

= (4—A)"T FIFA EF (fol = FA + TE PTE LÉ] F fol = 

= FA{F(({— A)" fi] F((4— A) fol = FATF (f] F [fol]. 

D'où la continuité de f » f, en l’ensemble des f et fo. 

EXEMPLE. 

P Lu FL = — 726 (7). 
Cela résulte de la formule (6.14) du $ 6: 
® _ s Z=Fi [(ni sgn E)?] = —n2F"1[1] = — n20 (x). 
De façon plus générale on dit quesif € &,, fo € at F fil, ... 


..., F (fm) appartiennent à Æ£°”, leur produit de convolution existe 
dans $” et est représenté par la formule 


fofo*fas..- fm = FIEF USE [fol F (fl... F [fmll. 
(1.8) 


On établit de même que sifé &,et FIf,], ..., F [fm] appar- 
tiennent à £ ”, leur produit de convolution existe dans #,, s’ex- 
prime par 

fefis...sfm = FFF (fl... FE (fl) (1.9) 
et est continu en f de €, dans éZ,. 

Si fo Es Lt Es 520, on a la formule 

fo 1 = (Jo (x), f (x — x). (1.10) 

Etant donnée la représentation (1.7), on a pour toute de # 

(Jos f, P)= (FIEF (fol FI], œ) = 
= (FUI FU, 5r | PRE Dar) = 
= | 9 @) (Fo) F If], e-ie.b) dz 
parce que F{fo] F{(f]E £'. Donc 
fo 1) (2) = 7 Ho FU), em) = 


= or (F lol. FIfje- D) = TE (fo FIF(f] ex. 9])= 
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= me (/ote), [F1 etes. Ba) = 
= (ft), FFE) = (fol) fe 2). 


Désignons par Zy: la limite inductive (réunion) d'une suite 
croissante d'espaces #_,, s = 0, 1, ..., 


D ps = se 
sd EU ee 


Il s’agit, en vertu du lemme précédent, d’un ensemble de fonction- 
nelles linéaires continues sur l'espace dénombrablement normé 
T 3, limite HE rudes. d'une suite décroissante d'es- 


paces BB , $S —= 0, 1, 
Dyr= N &.. 
s=0 
Désignons par 
Si = U = FD) 
la limite inductive (réunion) d'espaces £?,, s = 0, 1, 


Pour que f € #’, il faut et il suffit qu'elle admette une représen- 
tation de la forme 
f(z)=2fo(z), foE Des. (1.11) 


La suffisance est évidente et la nécessité découle de 
F {fl = (iD)"g (E), 


avec g une fonction continue à croissance lente dans R” (voir $ 5.4), 
ie. f=F [dE &, pour un s, d’où le résultat cherché (1.11). 

Admettons que f, € #Ÿ’ y dépend continûment sur ur compact K du 
paramètre ©, i.e. (f,, m) EC (K) quelle que soit p € #, et soit pu 


une mesure bornée sur À. Introduisons une distribution | f ou (do) 


X 
de #” par l'égalité 


(L fou (@0), p)= {Fu Put, ver. 
K K 


On vérifie aisément que 


F Bl fo a]=] F [fo] a (do). (1.12) 
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2. Noyau de Cauchy &#'c (z). Soient C un cône ouvert connexe 
dans R" de sommet 0 et C* son dual (voir $ 4.4). La fonction 


#o(2)= | ei 0 dE= L(0ce]= F [8cse-( ] (2.1) 
C= 
est le noyau de Cauchy du domaine tubulaire T° (60+(E) est la fonc- 
tion caractéristique du cône C*). 

Si C n'est pas pointé, on a mes C* = 0 en vertu du Lemme 1 du 
$ 4.4, et donc #c(z) = 0. Puisque C* = (chC}*, l'identité 
Æc(2) = Æ cnc (z) est vraie. On dit donc, sans restreindre la géné- 
ralité, que C est pointé et convexe. 

D'après un résultat récent (voir $ 9.1), le noyau de Cauchy 
#0 (z) est une fonction holomorphe dans T° et l’intégrale de (2.1) 
converge de plus uniformément en z dans tout domaine tubulaire 
T*, KEC(K compact). 

On montre que &#'c (z) admet la représentation intégrale 

#c(z) = iT (n) | — z2E T°. (2.2) 
pr C* 


(z, 0)? 
Comme (y, ©) > 0 pour tous les y € C, & E pr C*, le dénomina- 
teur sous | qui vaut [(x, o)+i (y, o)l", ne s'annule pas dans T° 


et le second membre de (2.2) est donc une fonction holomorphe dans 


T°. Etant donnée l’holomorphie dans T° de #c (z), il suffit de 
démontrer (2.2) sur la variété z = iy, y € C. Mais la formule (2.2) 
découle immédiatement de (2.1) pour z = 0: 


#e(n= | e- tu &) dE — | [ e-pu. pn-1 dp do = 


à prC# 0 


= _10_ C -unn- 1 — jn ( _do 
= | (y, 0) | de J (y, 0)" 
pr C* 0 pr'C* 


La représentation (2.2) entraîne l’holomorphie dans 
D=C'X UÙ f[z:(2, o)=0] 
ceprCs 


du noyau #ç (z) ainsi que du noyau &# _c (z). On vérifie sans peine 


que ce domaine contient 7°, T° et les points réels des cônes C 
et —C. 
Les noyaux #&'. et Æ-c remplissent les relations 


(2 =(—1) Æc (=) =Æc(—2), Le) = À" (2), 
AÇC!' {0}, zETCUT . (2.3) 
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Démontrons l'estimation 


[Do (2) SMad "1 (y), zETCUTS, (2.4) 
avec À (y) = A A — ÔC |J 8C) la distance de y à la frontière du 
cône —C|J C:A(y) = LR (o, y), 

oepr 


y EC (voir $ 0.2 et fig. 28). 
On a, en effet, pour zCT° compte tenu 
de (2.2): 


| o*} do 
LG, 0) PH 


Déc (DISMS | 


pr C* 


<Ma sup (y, 0)" Ie MA TN (y). 
c£prC»* 


Fig. 28 


L'estimation (2.4) avec z € T° résulte de la 


formule démontrée (2.4) avec z€ T° et des propriétés (2.3). 
Démontrons la majoration pour tous les s>0 


I D c (x + ig) | SKo a (1 + A7 (YA VE (y), (2.5) 
yE—CUC. 
On a, en effet, par suite de (2.1) et (2.2) pour y€C: 
De (x + ig) = 1 FD EC (x + iy)] [fo = 
= ||(— 8) Be (E) 6-05 = ea D (1 1E PE" fe dE 


<| (A+ p2} pr-1+21e1 | e-2p 0) do dp< 
pr C» 
en | e—2PA(Y) (1 + p?}° p'- 1+21@l dp = 
0 


o : u* Ts h_44o 
BEEN ECS le “[i+ | 172 1+ lal du << 
0 


< K?, a [1 + AT (y)Je AT AA (y), 


0, étant l’aire de la sphère unité dans R”. Le cas y € —C se démon- 
tre par recours à (2.3). 
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Le noyau %c(z) prend, pour y +0, y E +C, en norme dans 
Hs, SL —Nn/2 quelconque, les valeurs au bord respectives (+1)" X 
X FI8:ce1), 


Æc(r+iy) (+1) Æc(+z)= (+1) F (Bic, (2-6) 
y—0, yE+C. 
En effet, on sait que Æc (z+iy) € &,, yE —CU C, s quel- 


conque, et que les distributions F (6,01 € &, quel que soit s < 
<< —n/2 (vu que 8,c+ € LI pour s << —n»/2). Aussi 


1° c (x + iy) — F [8ce] | = 1] Bee”: 5 — Gce [fs = 
= [rev —1p(1 +18 p) 0 
C» 


quand s<Z—n/2 et yEC, y—+0. Si yE—C, y—+0,ona 
Æc(r+iy)=(—1) Æc(—-z—-iy) + (—-1) Æc(—z) = 
=(—1)" F[0- ce], 


ce qui achève la démonstration de (2.6). 
On tire de (2.3), (2.6) pour les valeurs au bord de °c (2), # -c (2): 


Æc(r)=Æc (x) =AÆc(—z), zeR”, | (2.7) 
-c(#)=(—1)" He) 2ECU(—C): | 


Rec (2)=+ F [Bce+6-c]= lc (2) +Ec (—2)], 
2.8) 
A 1 
Im #e(z)=+ FI0ce— 0-00] = (Ac (x) —H'e(—2)]. 
D'où l’on obtient, compte tenu des égalités triviales 
(8ce —0- ce)? = (0c+ + 0-0)? = 0c+ +06_0c+, 
(8c+ — 8_c+) (Oc + 6_ce) = Oc« —60_ç. 


et de la représentation (1.9) du produit de convolution, les relations 
suivantes entre lesdistributions Re &Æ&c (x) et Im &c (x): 


— ImSgcsImS#=RegcsReZc— s (2r)"ReZ'c, (2.9) 
Im#csRe#c= + (27) Im#e. (2.10) 


Calculons les parties réelle et imaginaire de &#, (x) et introdui- 
sons en premier lieu, pour k = 0, 1, ..., les distributions 


1 
6") [(z, O)] et ga G&, 0) 
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qui agissent sur les fonctions d'essai ® de # par les formules 


(8% [(z, 0), p=(—1Y | (5)'owas. 


(x, 0)=0 


(a g)=—1vp [+ | D p(x+ A0) dS, da. 


(x, 6) ? 


00 (x, o)=0 


Ces distributions dépendent continüment dans #’ du paramètre 
© sur la sphère unité S, (au sens du $ 10.1). 
Démontrons l'égalité 


Æe(=n (it | SP, o)]do—(—iy" | gn-1) 
prC* pr C* 


1 
(x, 0) 


(2.11) 


do. 


Utilisons (2.2); on obtient, pour tous les y€C, pE#, 


(04 


: d 
À éotz+ig)o(x) dr=i r'(n) | | Go rie on? (s)dz- 
prC* 


_ j p (x) dz 
PT) | Joan. 12) 
pre* 


Soit y—+0, yEC. Alors 0<<e—(y, 6) +0 quand oE€prC* et l’in- 
tégrale 


p (x) dr a 1 : 
[(x, 6)+ieh | CETTE | Ni dS , di = 
— x, O)= 


: ( RC | @(z+ Ào) dS, di = 


T{n) J ÀA+ie on 
0 (x, o)=0 
41 € | on : 
= | la (+) | _ Pt +0)d8, di 
= 00 x, O)= 


est uniformément bornée en (e, ©) pour tous les 0e <ieto€ 
€ pr C*. En vertu de la formule de Sokhotski (voir (8.3), $ 1), cette 
intégrale tend pour & —+ +0 vers la limite 


7 [ (RIT'e0as.+ 
(x, G)=0 


1 
+5 Vp | nr | p(xz+ A0) dS, dÀ, 


00 (x, 0)=0 
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i.e., avec nos notations, 


(—1) ir (n-1) (— 1) Ltn-1) 1 _ 
(== T (n) Ô [(x, G)] + V'(n) SD (z, O) ? ç) — 


(or 9). 


Passons donc dans (2.12) à la limite pour y +0, y EC, et utilisons 
le théorème de Lebesgue et la relation limite (2.6), il vient l’égali- 
té (2.11) et 


Æc(x) = l "T (n) si OT (2.13) 
1 (TIR &(n-1) 
Goo rm © [@&o1+ | 
CNT qtn-1) _1 
FT Ga, °EPre?. 


Séparons les parties réelle et imaginaire dans (2.11), on a les 
formules utiles: 


n—-1 


n(—0 ? | "D [(z, o)]do, n impair, 
Rec (x) = | pre (2.14) 
è— n- 1 à " 
(—1)"°"! | ga 1 TA x, 0) 2 n pair; 
prC* 
n— 1 
(—1) ‘ | Lo à do, nimpair, 
Im &e (x) = Dr (2.15) 
n(—1)"* | 6" f(x, o)] do, n pair. 
U pr C* 


EXEMPLE À. 


in R° 
Zen (2) = = n : T +; 
AC pe (2), 2€ 216) 


H, (x) = [nô (x) +19 À] x. x | 16 (x) +i9 — |. 
FXEMPLE 2. 


n+!i 


A y+ (2) = 2 + (+) )( 2) À. zC Tv. (2.17) 


où Z22=—25—2z;—...—21. Calculons le noyau de Cauchy &#,+(z). 
On sait déjà qu'il suffit de le faire pour z—0. Puisque (V*)*— 
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= V* (voir $ 4.4),on a 
y ay)= | eVOdé, yev*. 
V+ 


Cette intégrale étant invariante par le groupe de Lorentz propre et 


orthochrone Li, on se borne au résultat pour y = (yo, 0), yo > 0. 
On a 


Eye (io, 0)= | e-vte dE = [eu | &&= 
Lé 0 IEI<Eo 
= (e-uets = | e-vur du = 
0 0 


—{ n+! 
°) 


=Tn)ongsr-t=2n (Su * 


Généralisons l'égalité obtenue à tous les y € V*, puis à tous les 
z E TV”, il vient la formule (2.17). 


EXEMPLE 3. 


(n—1) sl... (n—1)l Pn 
Hp, (2)=7r À: Him ZET’”", (2.18) 


avec F, le cône de matrices positives z X nr (voir $ 4.4) et Tr = 
=(Z=X<+iY, Y=ImZ>0]. On observe que Pi = P,, 
donc, par suite de (2.1), 
Ag. en | e-Tr(Y2) dE, 
n 


dE étant la mesure de Lebesgue dans R'° : 
dE = dE dan [] d Re Eve Im En. 


Comme la dernière intégrale est invariante par les transformations 
Y = U"YU, avec U une matrice unitaire quelconque, il suffit 
de la calculer pour des matrices diagonales Ÿ de la forme Y, = 
= [A, ..., nb, À > 0, Ïj = 1: » 7, 


= >» A P$pp 
Æp, (Yo) = | e Pl dE. 
Pan 
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Gpq 
V Aphy 
jacobien vaut (4, ... À,)" = (det Yo)" = (det Y}". Par con- 
séquent 


transforme %, sur lui-même, et son 


L'opération E,3 —+ 


Æp (Y)=Æp, (Y)=(det Y)" Î e-Tr5d8. 
Pn 


On ni la valeur de la dernière constante (voir p. ex. Boch- 
ner [2]): 


n(n-1) 
| e-mEdE=x ? 41... (n—1)!. 
Pa 


Donc 


n(n—1) 


Æp,(iY)=itn * 11... (n—1)[det(iY)}", YEPa. 
Une généralisation à tous les Z € Tr donne la formule (2.18). 


3. Transformation de Cauchy-Bochner. Soit fE &,. La fonction 
= CU) ox), 2ET°UTS (3.1) 


est par définition la transformation (l'intégrale) de Cauchy-Bochner ; le 
cône C est supposé pointé convexe. 

Puisque Æc (x + iy) € Æ, quels que soient s et yE —C | C 
{voir $ 10.2), le second membre de (3.1) se récrit, en vertu de (1.10), 
sous forme de produit de convolution: 


fO=girf()eo(s+iu), 2ETCUT TC. (82) 


ExEMPLE. Quand nr = 1, C = (0, oo) et f € £2, l'intégrale de 
Cauchy-Bochner (3.1) devient l'intégrale de Cauchy classique 


La fonction f (z) est holomorphe dans id UT "Cet 
D (= mr (f(x), De (z— 2"), (8-3) 


K _u 


DGSE Il Île A+ ANA), (8.4) 
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les nombres K_,., élant les mêmes-que dans l'estimation (2.5). 


Le caractère holomorphe de f (z) dans T°U T (et la formule de 
dérivation (3.3) découlent immédiatement de l’holomorphie dans 
ce domaine du noyau de Cauchy ce (z) et de l’appartenance 
Æ ce (x + iy) E ÉÆ, pour tous les s et yE —C|)J C (voir $ 10.2). 
L'estimation (3.4) résulte de (3.3), du Lemme du $ 10.1 et de (2.5): 


D 1 Il le |] DFE (22°) = 


= 1 DS Ce + in) Ie STE Île LA + A) AVE A (u). 


On démontre 
1 D°f(x+ iv) IL SN || Ils AT (y), (3.5) 


IDF (& + iy) Île KI  Îls (3.6) 


pour tous lesset y E —C1) C 
En effet, la SR (3. 2) et la définition du noyau &Æ, (z) 
entraînent 


FLD (a+ iv) = pape Ft Lfe De] = 
= FA FD ce) = FSI (GE) FA [Sc] = 
= (iE)"F1[f1(È)e-G DOC (E). (3.7) 
Aussi 
I D°f (x + iy) E= | FI) PIE e-20.5 (1H]EP) d< 
< I f I sup | E["Sle-2(v. E) — | Î [ sup p°lal UE, e—2p (y, 6) — 
= || F1 sup pflste- 28 = | A lg =< " (y) sup u?lele-v, 


ce qui fournit (3.5). On procède de même en ce qui concerne (3.6) 
qui se démontre plus simplement. 


Quand y—+0, yE+C, la fonction f (z) admet pour la norme dans 
A, les valeurs au bord la (x) qui valent respectivement 


forte ee. (3.8) 


Compte tenu de (3.7), on a pour y EC: 
FT AS + à) — f+l = FES] (8) Le-w8 — 1] 60 (E). 


10—0824 
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Lorsque y +0, y EC, il vient donc 
f(x + iy) —f+()Ë = 
. | F-11) Pte-@.0 — 472 (4418 [2) dE +0, 


i.e. le résultat cherché. Dans le cas y — 0, y € —C, on agit de même 
et on utilise (2.6) et (2.7). 


4. Transformée de Hilbert. Soit fE GG, avec un certain s. Nous 
appellerons transformée de Hilbert f, de la distribution f le produit 
de convolution 


2 
= —-Ga + lmé#c. (4.1) 
Transformons par Fourier (4.1) et utilisons (2.8): 
F{fi]= —i(6ce —0-_c+) F{f], (4.2) 
d’où 
fi CA, et supp F[f]e —C*UCS*. (4.3) 
Si fCÉ,, il y a équivalence des conditions 
1) supp F(fl= —C*UC*, (4.4) 
2 
2) = Lie Im de, (4.5) 
2 # 
3) f= ir f Rec. (4.6) 


En effet, 1) = 2) en vertu de (4.2), (2.8): 
F[f]= i(0ce—0_ce) F [f1]. 
2) ue. par suite de a (2.9) : 


—— fs ImkKoe= (fr imæ#c)sImé#c= 


Fe D er 


man /e(ImécrImwc)= Er fe Rec, 


— 
et de l’associativité du produit de convolution (voir $ 10.1). Enfin, 
3) = 1) vu (2.8): 

F{f]=(0c+0-c+) F[f]. 


Nous dirons que les distributions f et f, € &£, forment une paire de 
transformées de Hilbert si elles vérifient les relations (4.1) et (4.5): 


fa = — ri ——— fsim#e, = EN fi" Imé & c° (4.7) 
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EXxEMPLE. Quand nr — 1 (voir $ 10.2), 


Ac) =—, Re&oc(x) = nô (x), Im#c(x)= 8 + 
les formules (4.7) s’écrivent 
1 1 1 1 
Here, Fes hrPe, (4.8) 


Ÿ 


et l'égalité (4.6) devient l'identité f = f. Pour f € £? les dernières 
formules donnent les transformées de Hilbert classiques. 


REMARQUE 1. Précisons la différence entre le cas n — 1 et le cas n © 2. 
Quand nr = 1, la condition (4.4) n'a pas raison d’être car —C*{JC* = M1. 
Or, cette condition est essentielle dans le second cas. 


REMARQUE 2. Les résultats de ce numéro sont dus à E. Beltrami et 
M. Wobhlers [1] (n = 1) et à V. Vladimirov (6; {[3]) (n > 2). 


5. Fonctions holomorphes de classe H () (C). Soient C un cône 
pointé ouvert convexe, a>0 et s un nombre réel. Notons H7 (C) 


l’espace de Banach des fonctions f (z) holomorphes dans T° muni 
de la norme 


° (s) -a|yl as 
IF Île pen IL (+ y) |ls. (5.1) 


Introduisons la notation H°°(C) = H%(C), [|| = ||||*. 


LEMME. On suppose que f (z) est une fonction holomorphe dans T° 
qui vérifie la condition de croissance suivante: quel que soit e > 0, 
il existe un nombre M (e) fel que 


lf(x+iy) I SM (e)ecto M4 A (y) yec, (5.2) 
pour certains s, a>0 et y=>0 (dépendant de f seule.) Alors f (z) est 
la transformée de Laplace d'une fonction g € £?, (C* + Ü.), avec 
s = spoury =0efs << s — y pour y > 0. On a de plus l’estimatiou 

1+7 ; Fa à _Y " 

LV ————eteiinf W f [1+A ; .3 

lee SV ete int M (6) inf (HAT (0). (6.3 


S—Ss —Y 


DEMonsTRATION. Introduisons la distribution g, (E) € Z'° (R"XC) 
définie par la formule 


8 (E)= eV OF TT (z+ iy)](E, y), (5.4) 


F5" étant une transformation de Fourier par rapport aux variables x 
(voir $ 6.2). On démontre l’indépendance de g, (E) vis-à-vis de y € C. 
On a, en effet, en dérivant (5.4) par rapport à y; et en utilisant les 


148 TRANSFORMATIONS INTEGRALES DES DISTRIBUTIONS [CH. 11 


conditions de Cauchy-fRiemann : 
dy (&) 
dy} 


= &,etv. SF [f (x + iy)] . eY. )F21 ES = 
\0YJ 


= een EF (f (ei) +iFa [Et +in) = 
= ev OF [f(z+ iy)] (ë5 + i8,) = 0, j=1, cs A; 


d’où l’on conclut, selon le critère du $ 3.3, que g, (È£) ne dépend pas 
dey EC, gy (E)= 8 (E). La formule (5.4) implique alors g (£) e-d € 
€ F#’ pour n'importe quel yEC et 


f(r+iy)=F[g(Œ)e-we], 2€T°. (5.5) 


On a par hypothèse f (x + iy) € S£, pour tout y E C, si bien qu’en 
vertu de (5.5) g (£) e-(v:5) appartient à £3 et 


IeOe-vo=If(c+i)lf yec. 
L'estimation (5.2) aidant, on en tire pour tout e >> O0: 
Île@re-20.0 (1+18P"d< 
<M?(e)ee+o M4 A TT (y), yec. (5.6) 


démontre que g (5) = 0 presque partout (p.p.) en dehors de 
U,. Soit £oé C* + U,. D'après le Lemme 3 du $ 4.4, 


C++ Ua [E : pe (E) Ka], 


On 
C* + 


de sorte que 
bc (&)= — inf (En y) >. 
yEpr C 


Il existe donc un point y, € pr C tel que (Es, yo) < —a — »x pour 
un x >>0 (voir fig. 23). Cette inégalité se conserve par continuité 
dans un voisinage suffisamment restreint | £ — &, | << ô. A condi- 
tion de poser y — ty, dans (5.6), on trouve donc pour tous les t > 0 


extetn | [ge EPA+IEN" ES 
15-501 <Ô 
< | leBre-wo(+lipda< 
IS — Éol<Ô 
<M?(e)e2tte+e [1+4-VA (y0)fE, 
inégalité possible (pour e << %) si l’on a obligatoirement g (E) = 0 
p.p. dans | 5 — E, | << 6. Comme £, est un point arbitraire exté- 
rieur à C*+U,, on ag (£) = 0 p.p. en dehors de ce domaine, 
donc suppge C* + U,. 


$ 10] NOYAU DE CAUCHY ET TRANSFORMATIONS DE CAUCHY-BOCHNER {49 
On pose y=10, t > 0 dans (5.6), ce qui donne 
| le@re-ton(1+]Ep a 


C*+Ua 


LM? (e)e’o+e) [+ je t>0. (5.7) 


AŸ (0) 
Soit y — 0. Passons à la limite pour £ —> +0 et utilisons le lemme 
de Fatou, il vient 


| IeOPAH+IEM SAME), e>0. 
C*+Ua 
d'où l'inégalité (5.3). 

Soit y >> 0. Prenons en considération l'inégalité (o, E)<| & |, 
divisons (5.7) par t!-%, ô quelconque tel que 0 << 81, intégrons 
le résultat par rapport à { sur (0, 1) et utilisons le théorème de Fubi- 
ni. On a pour 0 < 8<1: 


i 
| le@ra+ep | rot te-atiae 

ceiUa 0 

Sr e“ta+1)492 (e) [1 + A7 LL (o)]°. (5.8) 
Etant donnée l’estimation 
1 i 
N LV+0-10- 20) dé > min (A, LE [7 2040) [ u®Ytle-2u du > 
0 0 

2)"Y- où 

on déduit de (5.8): 


Î IeOFU+IEP TS ER 
C*+Ua 
d'où gE£2(C* + U,) pour tous les s = s — y — Ô<s— 7 
et la validité de (5.3). Enfin, (5.4) entraîne f = L [gl, ce qui démon- 
tre le lemme. 


e” 2 (a+ 2) 


(v+1) M2(e)[1+ A7 (0)F, 


THéOREME. Pour qu'une fonction f (z) appartienne à H°® (C), il 
faut et il suffit qu'elle soit la transformée de Laplace d’une fonction 
g € Li (C* + U,) (unique). 

Ceci étant, on a les égalités 


LA = 1 f4lle = glkss (3.9) 
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f+ (x) étant valeur au bord dans #8, de f (z) pour y +0, yEC, et 
Î+ — F [g]. 


DEMONSTRATION. Necessire. Soit f € H!* (C). Le lemme entraîne, 
pour y = 0 et M (2) indépendant de e, l'égalité f (2) = L [gl, g € 
€ Li (C* + U). 


Surrisance. Soit f (2) = L (gl, g € L?(C* + U,). Il est connu 
(voir $ 9.1) que f (z) est holomorphe dans T°! = TC et admet 
la représentation 

f@= | get ba=FIg(@e-vo), 267, (5.10) 
C*+Ua 

On démontre que f€H®(C). On a par définition des normes 

dans H®(C), $,, £2 et compte tenu de (5.10): 


fl" = sup e- 2e] f(x + iy) | =supe-2alvi|| g(E)e-w. D fe, = 
vec vec 


=supe-tu | Ie Pe-vb(1+JEP)"Œ— 
vec = 
C*+Ua 
= [Ie @PA+IEP) de lo 
1.e. 
If =11€ lo (5.11) 


Démontrons que f(z) prend dans 4#,, pour y +0, y EC, une 
valeur au bord (unique) qui vaut f; — F [gl. Cela résulte de la 
relation limite 


NÉ Ce y) —F LellE = 1] L Le] (&+ àu) — F [e] (2) IE = 
= À JeOPt-WH_1P(A+IEN +0, y—0, yec. 


C'EUs 


Ainsi, || £lks = || f+1l.. Cette égalité jointe à (5.11) donne (5.9), 
c.q.f.d. 


CoNseQUENcE 1. /l existe entre les espaces H!® (C)et £2?(C* + U,) 
un isomorphisme (linéaire) et une isométrie, l'isomorphisme étant réalisé 
par la transformation de Laplace g — L {gl = f. 


Conséquence 2. Toute fonction f(z) E HE (C) admet dans 
A, pour y—+0, yEC, une valeur au bord f+ (x) (unique) et l'applica- 
lion f —f, est une isométrie. 
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REMARQUE. Le théorème sur l'existence de valeurs au bord dans D pP a été 


démontré d'une autre manière par Tillmann {2] et Luszczki et Zielezny {1] 
(cas n = 1). 


CoNseQuENcE 3 (analogue d’un théorème de Liouville). Si le cône 
C n'est pas pointé et f € H4° (C), alors f (z) = 0. 


En effet, mes C* = 0 selon le Lemme 1 du $ 4.4. Il s'ensuit que 
g (E) = 0 p.p. dans R”, si bien que f (z) = LIgl = 0. 


6. Représentation de Cauchy-Bochner généralisée. C’est en fait 
la suite du numéro précédent pour a = 0. 


TH£OREME 1. Pour que f (z) appartienne à H"* (C), il faut et il 
suffit qu’elle admette la représentation de Cauchy-Bochner généralisée 


f(z), z€ET°, 


0. z2ET, (6.1) 


may (+ (2°), % c ee» 


f+ (x) étant valeur au bord dans #8, de f(z) pour y —+0,y EC. 


D£MonsTRaTION. Necessire. Soit fEH‘®(C). D'après le 
Théorème du $ 10.5, f (z) est la transformée de Laplace de £g € 
€ Li (C*) de sorte que 


f(G)=FIg(@)e-v 6. (E],  zET*, 
O=F{g(t)e-WH6_«(E), 2€T 


On en déduit (6.1) par recours à la définition de #4 (z) (voir (2.1)) 
et aux formules (1.7), (1.9) pour le produit de convolution: 


= gr Fleet rit), Œe(z—r), 2670 


| A — 1 4 ’ # ? 
Or Fe = (f+ (x ), Æc(z—x )) zET de 
nous avons également utilisé l’une des égalités (2.3) à savoir Æ _c (z)=— 
= (—1} 0 (2), et la relation f4 = F [gl. 


SUFFISANCE. Admettons que f (z) est représentée par (6.1). Dans 
ce cas, f € H® (C) (voir $ 10.3), et le théorème se trouve démontré. 


REMARQUE. Lorsque s = 0, on a le théorème de Bochner [2]; Beltrami et 
Wolhers [1] ont obtenu ce résultat pour nr = 1 et Vladimirov (6; (3]) pournets 
quelconques. 
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THEOREME 2. Les affirmations suivantes sont équivalentes: 
1) f+ est valeur au bord dans Sf, d'une fonction de H'° (C); 

2) f+ _— à 8, et vérifie les relations 

Re f,s Im ec. (6. 2) 


Ref; = ——— Imf;sImæe, Imfi-=-— 


0 D 


ie. Re f, et Im f. forment une paire de transformées de Hilbert ; 
3) f+ appartient à €, et supp F-'[f,1E C®. 


DEMONSTRATION. 1Â1)=>2). Soit f4 (x) valeur au bord dans 
dl, de f(z) E H% (C). Alors f+ € &, selon le théorème précédent 
et f (z) admet la DE (6.1), d'où, _ suite de (3.8), 


fire = frs Le. (6.3) 


= Die 


Séparons les parties réelle et imaginaire, il en résulte les relations (6.2) 

2) = 3). Supposons que f+ € #8, vérifie (6.2). Elle satisfait 
alors à (6.3). Appliquons à la première relation (6.3) la transforma- 
tion de Fourier réciproque et utilisons (2.6), il vient 


F4] = ES) Fo] = FT (F4) 00e (E), 


d'où suppFf-!'{f,]e C*. 

3) = 1). Si f+€ Se, et supp F'[f,le C*, alors F-1[f,] € 
€ L=(C*). D'après le Théorème du $ 10.5, f (z) = L [gl € H a 
et sa valeur au bord dans &, vaut F [gl = f4. 

Le théorème est démontré. 


REMARQUE. Pour n = 1, € = (0, œ)= R!, les formules (6.2) s'écrivent 
Re h=—Limper, Im f, = Re f, » P—.. (6.4) 


En physique, les formules (6.4) sont connues sous le nom de relations de disper- 
sion (sans soustractions). On interprète naturellement (6.2) comme Jeur générali- 
sation au cas à plusieurs variables avec la causalité par rapport à un cône pointé 
termé convexe C* quelconque. 


$ 11. Noyau et transformation de Poisson 
1. Noyau de Poisson (définition et propriétés). Soit € un cône 


pointé ouvert convexe dans R” (de sommet en 0). La fonction 


A ty) |° 
Pete ne SR, (a, DES, (1.1) 


s’appelle noyau de Poisson du domaine tubulaire T°: ici #4 est le 
noyau de Cauchy (voir $ 10.2). 
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Exempze 4 (voir (2.16), $ 10): 


Pr (x, y) 7 EL 7 LEURS EN Lin Pa (x, y). (1.2) 
ExEemPLe 2 (voir (2.17), $ 10): 


> n + 1 n+i 
. 2 | (y) : 1.3 
n+3 (+ iy) jnrt ° ( D) 


EL 


P y+ (x, y) — 


Les propriétés suivantes du noyau de Poisson @c découlent de 
celles de ÆQ (voir $ 10.2): 


a) 0SPc(z, y)=Fe(—x, y)EC° (T°) (1.4) 


découle de l’holomorphie dans T° du noyau #4 (z) et de l’inéga- 
lité Æc (2iy) > 0,yEC; 


b) (Sole yar=1, vec, (1.5) 
découle de l'égalité de Parseval appliquée à (2.1) du $ 10: 
| 1Æc (x + iy) Pdz= (27)" |e-2. D d=(2n)" æÆc(2iy), yeC; 
c* 


A € (1y) 
c) Fc(z; <a CT , (&y)€T", (1.6) 


découle de l'estimation 
lÆc(z+ig)| | e-0.b Œ= re (y): 
c” 
d) NFc(x nl 
He P (y) 
a yEC, 1<p<o, (1.7) 
ex)" rl, P (2iy) 
découle de (1.4)-(1.6) par suite de 
Fc (x, y) gr = | PE (x, y)dz<sup FE (x, y) | Po (x, y)dr< 
A PT” (iy) | 
= (n"P- Dr! (2iy) ? 
e) O<Fr'[Pc(z, y)1(E)= 


[9 eee (—E) et Ë) 4 : 
= Gran pm LCR, yEC, (T8) 
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découle de la formule pour la transformée de Fourier du produit de 
convolution et de 


Fr (#c(2)]= 0 (be DEZ!, 
Fi (A c(2)]= 0e (—t)em DEL: 


f) Pc (x, y) > 0 


est une fonction continue de type positif pour tout y € C (voir $ 8.2); 
cela résulte de (1.8) et de 


[ce (É)e” WE] [0 e(—E)em DIE LI, yec; 
8) [Bo (6) 7: 8] x [80e (— 5) et: 5] 5 0 (1.9) 


est une fonction continue de type positif pour tout y € C ; cela décou- 
le de (1.4) et (1.8); 
1 


h) FPMO =Tre Ml, BE—CUC*, yec, 
(1.10) 


ce qui découle de (1.8) en vertu des égalités suivantes pour & € C*: 


- 1 7. — 
Fe (Pc (x, y)] = nr He | eu, 8-69+(, 87) dE’ = 


EE" 
E-E"ec* 
| ° e”(v. ë) 
eme (y, Ë) 2(v, Ë ) ! = ————— * 
nr À ce (W) * À - Œ = Gun 


-c* 


si EC —C*, l'égalité qu'on démontre reste vraie vu la parité du 
noyau Pc(zx, y) par rapport à zx; 


i) [D Pc (z, v)I<Melyl"ATETIEl (y), (1.11) 
(x, y)ET®, 
résultat qu’on déduit à partir des estimations (2.4) du $ 10 et de 
# « (2iy) = je-26 DdŒ> je-tiviiiŒ= 2, x>0; (1.12) 
c* c* 
jh DEP c(z, y) LE, p (1 + A *(y))[1 + AP (y)] x 
XAT"#l(y)lyl", yec, s>0, p>s++, (1.13) 


si bien que Pc (x, y) E #2, pour tous les s et y € C. Cette propriété 
découle des estimations (2.5) du $ 10 et de (1.12). 
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2. Transformation et représentation de Poisson. Soit f € &,, 
— 00 <Z s << oo. Le produit de convolution 


F (x, y)=f(z)* Fc (x, y), (x, y)€ T°, (2.1) 


est la transformation (l'intégrale) de Poisson. 

Etant donnée la propriété j) du $ 11.1, l’intégrale de Poisson 
existe pour chaque y € C et établit une opération continue de #, 
dans lui-même. 


ExemPze. Si fE£? = So, l'intégrale de Poisson devient 
l'intégrale classique 


Fans) Petr-x, ar. 


Voici quelques propriétés de l’intégrale de Poisson : 


a) F (x, y) EC (T°) (2.2) 
découle de (1.4); 
b) IF (2 DÉ<IFIF, vec, (2.3) 


découle de (1.8) par suite des égalités suivantes: 
IL (x, y) IE =UFCE (2, y)1 lo = 
= (2n)" | FT) ET TP (2, y)] It KI FIRE ; 


c) THÉOR£ME. (REPRÉSENTATION DE POISSON GENÉRALISEE). Pour que 
f (z) soit élément de H‘® (C), il faut et il suffit qu'elle soit représentée 
de façon unique par l'intégrale de Poisson 


f@)= (Gt), Fo(z—z',y), 2€T°, (2.4) 
avec xE€ FL, et supp F'[x] EC C*, et x = f+, où f,(x) est valeur au 
bord dans &8, de la fonction f(z) pour y—0, yec. 


DEMONSTRATION. NecessiTe. Comme f € H\° (C), il existe, selon 
le Théorème du $ 10.5, une fonction g€ £5(C*) telle que f:= 
= F{g]e SE, et 


f(=FIg®e (4), 2€ T°. (2.5) 
On en tire (2.4) moyennant l'égalité (1.10) : 
f(2)=(2n)" Fe (® Fr 1e (x, y)] (E)] = 
= Flal(nePo(z = (fx), Po(r—ziy)), 2ET°. 


La représentation (2.4) est unique parce que F2 [Pc (x, y)] E)Æ 0, 
ECR", yEC, en vertu de (1.8). 
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SurrisANce. Soit y une distribution pour laquelle g — F-![#l € 
€ Li(C*). Aux termes du Théorème du $ 10.5, la fonction f (z) 
définie par (2.5) appartient alors à H1° (C) et est représentée, on 
l’a démontré, par l'intégrale (2.4), où x = F [gl = f4, c.q.f.d. 


Consequence. Sous les hypothèses du théorème, 


Re f (z) = (Re f+ (x), Pc (z— 2", y)), Im f (z) = 
= (Imf,(z), Pc(z—zxz',y)). (2.6) 


3. Valeurs au bord de l'intégrale de Poisson. 
a) [Fc y)p(a)dr+p(0, y—+0, vec, (8.1) 


pour toute fonction ® € £® continue en 0. 
Etant donnée la propriété (1.5), il suffit d'établir la relation 
limite suivante: quel que soit ô > 0, on a 


| Pot y)dr0, y—+0, yec. (3.2) 
1x1>06 


Construisons une fonction auxiliaire w (x) ayant les propriétés 
suivantes : 


1) w est une fonction réelle continue dans R°, @(xz)—0,|z|—> 00; 
2) ©(0)=1, |[w(xz)|<1, zZ0; 
3) | Fc(myo(r)dr+1, y+0, yec. 


Soit nEZ (int C*), n>0, | n@)&=1 (int C*æ @ parce 
que C est un cône pointé; voir $ 4.4). La fonction 


&(2)= Re À n(E)eïts. D dŒ= | n(E) cos (x, E) de 


jouit des propriétés 1)-3). En effet, 1) découle du théorème de Rie- 
mann-Lebesgue. Démontrons 2). Il est clair que « (0) — 1 et 


Lo (rm) | 1. Soit w(r) — +1, z9 0, ie. 1 — + | n (E) X 
X'cos (20, E) d£, ce qui contredit la condition În (E) dE = 1. 


Quant à 3), cette propriété découle de la Conséquence du Théorème 
du $ 11.2. Cette Conséquence veut que 


Re | n (ë) et: 5) dE — | Pe(z—z',y)o(z')dz", 2€ a 


Posons x = 0. Prenons en considération (1.4) et passons à la limite 
pour y æ0,y EC, il vient 3). 
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Soit Ô > 0. Il existe, par suite de 1)-2), un nombre e >> 0 pour 
lequel | © (x) [<1 — e, [x ]2>6. D'où, compte tenu de 3), 


1= lim | | Po(npo(r)art | Po(s yo(rdr]|< 
ô Ix1>6 


< lim [ | Potydrt(ie | Pet par]< 
v-0, vec cs Ix1>0 


< lim |1—e [ Pe(zx; y) de |, 
EE LE 1x1>0 


ce qui démontre (3.2). 
b) SifE ,, son intégrale de Poisson 


F(ny)—+f(x), y—0, yEC dans ,. (3.3) 
En effet, on a, en vertu de (1.8) et (3.1), 
[(@n)" Fr 1Pc(z, y)lE)—1PSA, EER”", yec; 
{2 FE Pc (x, y) (E)— 11 — 
=|| Sotmye-tbar—1|0, y0, vec. 
On a donc (Lebesgue) pour y +0, y E C (cf. (2.3)): 
1. (2, y) —f (2) =UFS CE (2, y) —f (2) = 
= [En Fat (Pc (a, u)1(E)— AP IF (FI EP (A +IE NP)" dE —+ 0 


i.e. le résultat cherché. 
c) Po(z;y)—+Ô(z), y—+0, yEC dans #8,, s<<—n/2, ce qui 
résulte de (3.3) parce que ÔC 4, quels que soient s<< —n/2 et 


Polti y)=0(z)e Poe(z;, y)—+OÔ(rh y—+0, yEC dans S2,. 


d) Si f(x) est une distribution réelle de #8, et suppF{f]c 
a —C*{JC*, alors 


u(z, y)=(f(z) Po(z—z", y)) 


est la partie réelle d'une fonction de classe H%(C) et elle prend 
pour y—0, yEC, dans GE, la valeur f(x). 
En effet, F-1[f]E Z5(—C*UC*). On pose 


g (6) = ce (8) F1 [7] (6) € L2 (C*) 
(ce qui donne 


FINE =80) +8" 6), 8) =8(—E)) 
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et on obtient pour (x, y)E TS, compte tenu de (1.10), 
u(z, y)= FIFA {f(z)e FC (x, y) = 
= (2n)" FFT C (2, y)] @) F'1f] E) = 
= (2n)" FFF IPC (2, y)] (E) 8 (8) + FTP (2, y)] ) g* (= 
= Pig (E)e- 9 + g* (8) ee. D] = 2 Re F [g (E)e-: D] (x), 


2F[g(E)e-w D] EH (C) 


(Théorème du $ 10.5). 
Le fait que u (x, y) prend dans &#, pour y —+0, y € C, la valeur 
au bord f (x) est prouvé par (3.3). 


où 


REMARQUE. Stein et Weiss [1] aboutissent à ces résultats (par un procédé 
différent) pour s — 0, i.e. dans , = Z? (et dans ZP, 1 < p < oo). 


$ 12. Algèbres des fonctions holomorphes 


Nous donnerons dans ce paragraphe une description intrinsèque 
de la transformation de Laplace des distributions des algèbres 
F' (C* +) et $’ (C*) (au $ 10.5, nous avons agi de même en ce qui 
concerne les fonctions de £% (C* + U,)). 


1. Définition des algèbres H,(C) et H (C). Soit C un cône ouvert 
connexe de sommet 0. Notons H% B(C), a > 0, B>0, a>0, 


l'ensemble de toutes les fonctions f (z) holomorphes dans 7° et 
vérifiant la condition de croissance 


lfG)ISMeVIA+IzP)%*A1+HA TP (I, 2€TS. (141) 


On introduit la convergence (la topologie) dans H%* 8) (C) confor- 
mément à (1.1) par la norme 


-alyl 
MP Sup TE pre aq 


Les espaces HP (C) sont des Banach et 
HV (CHE (C), «a, B>B a'>a (12) 


(l'inclusion étant comprise avec la topologie correspondante par 
suite de l'inégalité évidente 


AR PI ET 9). (1.3) 
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Introduisons les notations suivantes: 


Ha(C)= U  H£*9(C), H;(C)= U Ha(C), 
a»0, B>0 a>0 
Ha(C)= UHŸ (C), IT, (C)= U Ha (C). 


L'espace H, (C) muni de la multiplication ordinaire constitue une 


algèbre des fonctions holomorphes dans T° qui vérifient (4.1) pour 
certains a>0, a>0, p2>0. C'est une algèbre associative, com- 
mutative avec élément unité et sans diviseurs de zéro; H, (C) — 
— H (C) est une sous-algèbre de H}, (C) avec unité. ‘On munit 
H, (C), H}+4 (C), HS (C) et H° (C) de la topologie de limite inductive 
(réunion) d'une suite croissante de HS%P(C), H,(C), H%(C) 
et H9° (C) respectivement (voir Dieudonné et Schwartz [1], Bour- 
baki {[1]). Dans la suite, nous omettrons l'indice 0 si a = 0. 


2. Isomorphisme des algèbres #”(C*+) — H,(C) et Ars 
= H (C). Soit C un cône pointé convexe. Selon le Lemme 1 du $4 


on a int C* = @. Choisissons une base Nu rire €, 
dans R”" telle que e; € pr int C*, j = 1, ., À, etconstruisons le 
polynôme 


L (2) (@:, 2) ANT (en, 2) 


que nous appellerons admissible pour le cône C. Comme (e;, y) > 0 
pour tout yEC,on a 


L(z)=[(e1, z)+ (es, y)] -.. [(ens z)+i(en y) 0, 2E T°. (2.1) 


On démontre le 


LEMME. On suppose que f (z) est une fonction holomorphe dans T° 
et vérifie la condition suivante imposée à la croissance : étant donné 
e >> 0 quelconque, il existe un nombre M (e) tel que 


Lf(z+iy)ISM (e)etetolvi({+1z2f)%"f1+ ATP (Y), 2€T°, (2.2) 


pour certains a >0, a>>0, B>>0 (dépendant de f seule). Alors, f (z) 
est représentée pour Ô > à + n/2 par 


f(2 = (z)fo(z), fee HP (C), s<—B—n(5—1/2), (2.3) 
If SEKes inf M(e) inf (14HA PC VD (o)], (2.4) 
O<e<i ocepr C 


où L'(z) est tout polynôme admissible pour le cône C. 
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DE£EMONSTRATION. En vertu de (2.1), la fonction 
fe(z)= f (2) 17° (2) 


est holomorphe dans T°. Puisque (e;,, y >zolyl, ji = 1, 
.., r yEC, pourun sc >0,0ona 


[QG 2)[2= (es, x)? + (ex, y)2] ... Len, 2) + (en, y}12 
Z>{(e1, x)+o2|yl1...[(e,, x) +o2|yf]12 
>(oly1) "2 [es 2) +... + (en 2)2+02|yPl, 2ET. (2.5) 


Les vecteurs e,, . .., e, étant linéairement indépendants, on trouve 
bd = b°(e, ...,e,) > 0 pour lequel 


(e,, z)2+...+(e,, x} >b21z/f. 
D'où, en poursuivant l'évaluation (2.5), 
L+iylP>(lyl)"#I1zP+0o|yFI, 2e T°. 
Cette formule jointe à (2.2) fournit pour tous les z € T°: 
otr+iy)P= | (+) Pl (+ Te 


à G+]z+iy (+ A É (y) 
< M? g'eo+e) gl LE — 
€) (opt D br S+o y ES 


B 3 2 21% 
CKIM2(e) e2w+e)lvi HA WG +Iz HI 0 
re SOIT USENET ETES 


B GS (1+1 7 1°+ 42 (y) 
< KM? g) e2ta+e)lul (C2) 
(e) 28420080 (y) [[z [2 A3 (y)J9 


(nous avons pris en considération les inégalités A(y)<]|y| et 
ô > a). Donc 


Ile (x +iy)IP< 


B 2 2 2 œ 
€ KAM2 le) etre ivt {+48 G)] (1412 154 A? (y) 
< KŸM (e)e AB+20(m—1) (y) 4 \ TEE (y)] di 
B {12 2 21@ 
K2M2? 2(a+e)1vl l1+4 (y)] [1+ A (y) (1418 /?)] : 
ASP +rET D (y) (+18 P) ” 


Avec Ô choisi, on a 20—2x>>n, et, partant, 2a<n(2ô—1). Il 
vient 


fe (+ iy) I SAM? (e)ecte uit + ABOU Gp, yec, 
(2.6) 
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le nombre X, dépendant seulement de «&, ff, 6 et du polynôme L. 
L’estimation (2.6) montre que la fonction f,4 satisfait aux conditions 
du Lemme du $ 10.5 si s = 0 et y = B + nr (ô — 1/2). Aussi fs — 
= Ligsl, où gs ELI(C* + U,), s << —B — n (6 — 1/2), et véri- 
fie la majoration 


B+ n (ô—1/2)+1 
I golko < 2 5612 * 


xXe2+a inf Me) inf [1+ AP" 1/9 (o)]. 
0<e<1 ocEpr C 


D'après le Théorème du $ 10.5, fs = L {gel € HS (C) et admet 
l'estimation (2.4) avec un K,.5- Le lemme est démontré. 


TH£OREME. Les affirmations suivantes sont équivalentes : 
1) f appartient à H, (C); 
2) f admet la représentation 


fG)= EU ()fe(z), fo= Lies) E Ho (C) (2.7) 
quels que soient les polynômes ! (z) admissibles pour le cône C,s<5 


eti> 6, > n/2 (s et ô, sont fonction de f seule); 


3) f est la transformée de Laplace d'une distribution g € #’ (C*+U,) 
(unique). 
Ceci élant, les opérations f fs gs —g —f sont continues. 


DeMONSTRATION. 1) + 2). Soit f € HP) (C). Si M(e) =||f|Ê" B), 
le lemme entraîne (2.7) pour Ô > & + n/2, la fonction f; apparte- 
nant à H® (C), s<< —B — n (ô — 1/2), et vérifiant l'estimation 

fol <Eselfle" inf AHATÉ"O P (0) (2.8) 
cEpr C 
qui signifie justement la continuité de f —+fs de HŸ 8) (C) dans 
Ho (C). 

2) = 3). Supposons que f (z) peut être représentée par (2.7) et 

que 6 > 6, > n/2 est entier. On utilise le Théorème du $ 10.5 et 


la propriété b) du $ 9.2 et on conclut que j (z) est la transformée 
de Laplace d’une distribution g (E) représentée par 


g(E)=P(—iD)&(é), geL:(C*+D), (2.9) 


Le. 8€ S' (C* + Da) _ 
3) = 1). Soit f = L{gl, où gE SF’ (C* + U,). Dans ce cas, 
f (z) est holomorphe dans Tuto = TC et s'écrit (voir $ 9.1) 


f()= (EE), nEe?), zeT°, 


11—0824 
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avec CC”; n(E)=1, EE(C*+U)*; nE=0, E€(C°+ 0); 
| Dn(E)I<ca(e), & quelconque, 0<<e<1. Comme ge’, elle est 
d'ordre fini m (théorème de Schwartz, $ 5.2). Il découle des résul- 


tats du 8 9.1 que n(Ë)ei D € pour tous les 2€ T°. Ainsi, on a pour 
zC quelconque : 
| f (2) | SIT S Île 1 n (€) ei D In = 

=ILgllem supe (HIER IDE ME TÊTE 


<lglm supe (HIER 2 (É he 01110 ne 


B<a 


LKn(e)|lgllm(t+1z)" sup (A+ ee 
EE(C*+Ua)e 


< Kn (e) || gIlLm (1 +121 x 


X sup (1+lEt+E [27/2 e7 ve b)- (ue En) 
HEC°, 1EISa+e 


< Kn (e) 118 Im +2 14+1212)" sup (1 +1 EP)" %e ve 
81€ 


< Km (2) 118 Ile PPT (L+12 PIE sup (1 + p2)%* 670 
p>0 
= (a+e)ly| m/2 #5 m/2. 
En (E) |] £ Il-m € +128)" sup [1 +55] et, 
i.e. 
(D ISÆm (e) 118 ll AA HIzPIVÈALA TT (y), 2€ T°. 


Ainsi, la fonction f(z) remplit les conditions du lemme, où 
a=f$f—m et M(e)=K,(e)||£|l-m. Dans ce cas, elle est représentée 


pour Ô>m+n/2 par (2.7), avec fs EH® (C), s<<—m—n(5—1/2), 
et admet l'estimation 


fol SE, 6118ll-m inf Am(e) inf [1H ARTE (o)] = 
0<e<1 cepr C 
= Ks,8|l8llm. (2.10) 
Selon le Théorème du $ 10.5, la fonction f4(z) est la transformée 
de Laplace de gs CLS (C*+ Un), 
(= | ae od, zeT°, (2.11) 
C*+Ua 
qui vérifie par suite de (2.10) l'inégalité 
Il ge Îles = FE SK 8118 Îl-me (2.12) 
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Appliquons à (2.11) l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski et utilisons 
la définition de la norme dans £3?, il vient pour tous les 2CT° 


HQE | IR OIA+IEP Men (+IEPD Fr E< 


C*+Ua 


Lllgllo[ Ÿ A+HEPre-v5æ&]"< 
C*+Ua 


II 80 leo [ Eee ji HO |A [+2] 2) e-20v. 53-20, bi) QE, dEJ A — 
c* Ua 


= lg e1v1(1 +20 AT [1421 Pt e-218 tan dE | < 
c* 


< |] ge Îles 101 où (1 + 242) [ | (14 2p2)7 1 e-2ampn-i dp |" _ 
0 


=||gell eV 0, (1+ 242) AA (y) x 


X {| [4 + Fo É etuyn-i du}” 
0 
1.e. 
Le (2)ISM, (a)llgellestvi[{+ AT" (y), 2€T°, 


pour un M,(a). Moyennant (2.7) on obtient, compte tenu de 
l'estimation (2.12), 


f()1=12 (21 fe) ISM, (Qa)121 "li gells "1 + A" NE 
nô 
LM, (a) Ksollgllmev1(4+12/) 7 (1+A7%* (y), 3€ T°, 


de sorte que f € HE" (C) et g—f est continue de #’ (C* + 
+ U,) dans A, (C). 

Il nous reste à noter que l'opération fs —g, est continue de 
H9 (C) dans S5(C* + Ü,) (Théorème du $ 10.5) et que g5 —£g 
l'est du dernier espace dans #’ (C* + U,) (en vertu de (2.9)). 
Le théorème se trouve démontré. 


ConseQuENcE 1. Les algèbres H., (C) et #’ (C* +) sont isomor- 
phes, ainsi que leurs sous-algèbres H (C) et #” (C*), et l'isomorphisme 
est réalisé par la transformation de Laplace. 
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Consequence 2. Pour que g ES’ (C* + U,), il faut et il suffit 
que, étant donnés un polynôme admissible quelconque pour le cône C 
et tout entier 06, (g), elle admette la représentation 


gŒ)=(—iD)g(E), ES (C*+Ui), (2.13) 
l'opération g—gs étant continue de #'(C*+U,) dans S(C*+U,). 
Conséquence 3. L'opération f > D°f est continue dans H, (C). 
Cela découle de la continuité des 
f—g—(ië) g —+ D°f. 


REMARQUE. L'auteur y est parvenu par un autre procédé dans (6; [4]). 


ConseQuUENCE 4. Toute fonction f (z) de H} (C) admet dans #’, 
pour y 0, yEC, une valeur au bord f+ (x) (unique) qui vaut 
F [gl = f+, et l'opération f + f+ est continue de H + (C) dans #. 


REMARQUE. Un théorème d'existence dans A de valeurs au bord des fonc- 
tions de Æ (C) a été démontré par l'auteur (6; [8, 5]) et par Tillmann [1]. La 
démonstration ci-dessus est empruntée à (6; [6]). Pour les concepts plus géné- 
raux en la matière voir Kôthe [1] (Z’), Sato [1] (hyperfonctions), Komatsu [1] 
(ultra-distributions) et Martineau [1]. 


3. Théorème de Paley-Wiener-Schwartz et ses généralisations. 


THÉORÈME DE PALEY-WIENER-SCHWARTZ. Pour qu'une fonction 

f (z) soit entière et vérifie la condition de croissance : étant donné e > 0 
quelconque, il existe un nombre M (e) tel que 

OISM()ectoivt(1+]2P)7, 2€C", (3.1) 


pour certains a > 0 et « > 0 (dépendant de f), il faut et il suffit qu'el- 
le soit la transformée de Laplace d'une distribution g de €’ (U,), f (2) 
remplissant la condition de croissance 


[f()ISMelvii+|zf)"", 2€ec", (3.2) 


pour certains M et a >a. 


DEMONSTRATION. Necessrre. Soit f (z) une fonction entière ayant 
la propriété (3.1). D’après le Théorème du $ 12.2, elle est donc la 


transformée de Laplace d’une distribution g € #’ (C* + U,) pour 
tout cône pointé convexe C. Par conséquent, 


suppgE 1 (C*+Uc)= Un, 


si bien que g€£’(U.). 
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SurrisANcE. Soit f (z) la transformée de Laplace de g € €’ (U,). 
Recouvrons R° X {0} par un nombre fini de cônes pointés ouverts 


convexes C;, j =1,..., N, auquel cas g € #' (C* + U,), j — 
—1,..., N. f (2) est alors évaluée dans chaque 7°* (Théorème du 
$ 12.2) par une formule du type (3.2): 
lf(G)ISMielviA+lzlP)"", 2ET4, j=1,..., N. (3.3) 
Avec les notations M = max M, et a’ = max &;, on en tire l’esti- 


J 
mation (3.2) dans C", ce qui prouve le théorème. 


ConsequEexcEe. Une fonction f (z) est entière et vérifie pour tout 
N>0 la condition de croissance 


[f()ISArelvt4+1zP)T%, z€C", (3.4) 


si et seulement si elle est la transformée de Laplace d'une fonction 
d'essai ® € TZ à support dans U,, et 


Kx= | 1(4—A4)"o (1. (8.5) 


16 <a 


Cette affirmation découle du théorème de Paley-Wiener-Schwartz 
et de l'estimation 


Ligti=(t+[:h "| | dent A"pEæl|< 


1$1<a 
<(t+z Vel | 'lA—A Po vez, suppcÛ, 
1$1<a 


N étant un entier >. 


4. H,(C), limite projective des espaces HZ, (C’). Soit C’ un 
cône ouvert convexe qui est compact dans le cône C’eta > a > 0. 
Désignons par A” (y) la distance du point y à la frontière de C’. Dans 
ce cas, À” (y) << A (y), y E C’, et on a donc l'inégalité 


su e-(a+e)lvl DO - 

RTE CENPICATENNEUTMTRS 
< sup e—<lvl NO | 
| sérc (A+12/)%°11+4 "8 (y)] 


i.e. (la norme || ||’ étant associée au cône C”) 


REP I FE P, (4.1) 
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d'où 
Ha (C) | eu He (C”)}, (4.2) 
l'injection étant continue. 
Introduisons l'intersection 
N H a° (C") 
C'EC, a’>a 


et munissons-la de la convergence f, —0, #4 —+ 00 si fr —0, k —+ co 
dans chaque H,. (C'). Autrement dit, on munit cette intersection 
de la topologie de limite projective (intersection) d’une suite décrois- 
sante de H,. (C'},a æa+0,C" >C,C'EC.Ona 


H,(C) = N Ha (C”), (4.3) 
C'ŒC,a’>a 


avec la topologie correspondante. 
En effet, l'inclusion 


Ha(C)e NN  A:(C) (4.4) 
C'ŒC., a’>a 


est démontrée par suite de (4.2). Démontrons l'inclusion contraire 

Nn  A::(0)E H(C). (4.5) 

C'ŒC, a’>a 
Soit j € H,- (C°) quels que soient C” € C et a’ > a. Selon le Théorè- 
me du $ 12.2, f = L [gl], où g€#’ (C'* + U,:). On observe que 
A (C'*+Ux)=C*+ Us, 
C'ŒC, a’>a 

et on déduit g€#'(C*+U,) et, partant, f(z)EH, (C). L'opéra- 
tion f—>g est continue de H,-(C') dans #’ (C'* + U,.). Mais 


nn  S'(C'*+U)=S'(C*+U) 
C'ŒC, a’>a 


et cette égalité est continue dans les deux sens. Enfin, g —+ f est con- 
tinue de #” (C* + U,) dans H, (C): ce qui signifie que l'injection 
f —f est continue de N a (C’) dans H, (C). L'inclusion 
C'ŒC.a'>a 

(4.5) jointe à (4.4) donne (4.3), c.q.f.d. 

L’ égalité (4.3) permet une autre définition des fonctions de classe 

a (C), qui est commode pour les applications. 

Une fonction f (z) holomorphe dans T° appartient à H, (C) si et 

seulement si, étant donnés un cône C' Œ C et un nombre e > 0 quel- 
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conques, il existe «'>0, B’>0 et M' > 0 tels que 


2,a’/2 ; 
| f (2) EM'etsto ir EE . z€T®. (4.6) 
ÿ 
SifeH,(C), on a en effet f € HP (C) pour certains & > 0 
et B>0, si bien que f satisfait à (1.1). Soit C’ € C. On trouve (Lem- 
me 1 du $ 4.4) un nombre x > O0 ayant la propriété 


A(y)= inf (o,y)>xly|, yec”. 
cEpr C* 


Cette égalité et (1.1) entraînent (4.6) pour e = 0, B’—$ et certains 
a >aet M'(C')>M. 

Inversement, si f (z) est holomorphe dans TC et est évaluée, pour 
tout CE Cet tout & > 0, par (4.6), on af € H,44, (C”) compte tenu 
de l'inégalité A’ (y) < | y |, A’ (y) étant la distance de y à 6C”. 
Donc, f € H, (C) par suite de (4.3). 


5. Une généralisation du théorème de Phragmén-Lindelôf. En 
théorie des fonctions holomorphes, le théorème de Phragmén-Lin- 
delôf généralise le principe du maximum aux domaines non bornés 
et aux valeurs au bord plus générales que celles continues. Ci-dessous 
une de ces généralisations que nous utiliserons au $ 18.1. 


THeéoreMe. Si une fonction f (z) de classe H (C), C étant un cône 
pointé, a sa valeur au bord f, (x) bornée: |f+ (x) | << M, x ER", 


alors |f(2) | M, 2€ T°, et f (z) admet la représentation de Poisson 
généralisée 


f(=  Po(z—x,mhite)ar, 2670. (5.1) 
REMARQUE. Nevanlinna [1] l'a démontré pour n = 1. 


DEMONSTRATION. f (z) = L [gl], avec g E #' (C*) (Théorème du 
$ 12.9). Soit &« € D (int C*), « > 0, | a (£) dE = 1. Alorsgea€ 


€ L2(C*) (voir $ 5.6, b), c) et $ 10.1) pour un s. Aux termes du 
Théorème du $ 10.5, la fonction L [g + &] — f (z) L [x] (z) est de 
classe 7% (C) et elle est donc représentable par l'intégrale de Pois- 
son (voir $ 11.2) 


f(z) La] = | P(z—z,y)f+(z")Flal(z')dz", 2€ET°. (5.2) 
Soit a (E)— Ô(E—Eo), ÉbEint C*, auquel cas 
Llaj()-eti, Flal(r)et5, |Fla](n|(ad=1. 
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Passons dans (5.2) à la limite pour «& (£) —+ 6 (Ë — E,), puis pour 
Eo 0, EE int C*, et utilisons le théorème de Lebesgue, il vient 
la représentation (5.1). L’estimation | f (z) | < M découle de (5.1) 
et de la propriété (1.5) ($ 11) du noyau ®e.: 


OISM | Sc(r—x, pd =M, 2€T°. 
Le théorème est démontré. 


$ 13. Equations dans les algèbres de convolution 


Soit l un cône solide pointé fermé convexe dans R” de som- 
met 0. Dans ce cas, les ensembles #’ (+) et #”(T) des distributions 
tempérées forment des algèbres de convolution ($’ (©) #’ (T +)) 
(voir $ 5.5, b)) isomorphes respectivement aux algèbres H. (C) et 
H (C), C=int l*, des fonctions holomorphes, l’isomorphisme 
étant établi par la transformation de Laplace (voir $ 12.2). 


1. Diviseurs de 1 dans les algèbres H, (C) et H (C). La condition 
de possibilité de 


asu—f, a et fE SP (T+), 


dans l’algèbre de convolution #’ (+) consiste, on l’a démontré 
au $ 4.8, d), en l'existence dans #’ ([ +) d’une solution élémen- 
taire € (noyau de l’opérateur inverse a-!+) de l'opérateur de con- 
volution as, 


ae 6 = 6. (1.1) 
L'équation (1.1) est équivalente à l’équation algébrique 
L la) f = 1 (1.2) 


dans l'algèbre A} (C) par rapport à la fonction inconnue f (z) = 
— LI(6], et le problème de l'existence de € dans #’ (T +) se 
ramène donc à établir la divisibilité de 1 par f, (z) = L la] dans 
H+ (C). Plus précisément, on étudie les diviseurs de 1 dans l'algèbre 
H+ (C): étant donnée f € H} (C), on demande les conditions pour 


que + € H+ (C). 

La condition nécessaire f (z) 0, z € T°, n’est pas suffisante : 
f(z) =e-zE€ H (0, oo) parce que |f(z) | = e-wElf L 1, mais 
+ € H+ (0, co), car 


Li ps 
Er | ua 7. 


| 1G 
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On observe qu’étudier les diviseurs de 1 dans H} (C), c'est les. 
étudier dans la sous-algèbre H (C). En effet, toute fonction f (2) € 
€ H4 (C) (ie. f € HS-8 (C) pour certains a > 0, « > 0 et B>0) 
admet la représentation 


f(z2)=e"iG 9fe (z), fe€E H(C), (1.3) 


e étant un point quelconque de int l tel que (y, e) > a|y| pour 
tout y E C (l'existence de ces points découle du Lemme 1 du $ 4.4). 
En effet, 


fe ()= let of (2) ISIN IS A+: 1+A Ê(Y), 2er, 


si bien que f, € HP (C). 
Les résultats du $ 12.4 entraînent le 


TæsoreMe. Pour que f € H (C) soit un diviseur de 1 dans l'algèbre 
H (C), il faut et il suffit qu'étant donnés un cône C" € Cet un nombre: 
e > 0 quelconques, il existe &«' > 0, B>0 et M° > 0 pour lesquels 


lf(I>M'e-cvt+]z:p2)% y, 2er. (1.4) 


La vérification de la dernière condition s'avère ardue. Indiquons 
plusieurs critères suffisants de divisibilité de 1 dans Æ (C) qui 
résultent du théorème. 


2. De la division par un polynôme dans l'algèbre H (C). 


TæeortMme. Soient P (z) 55 O un polynôme, f (z) une fonction holo: 
morphe dans T° et PfE H (C). Alors f € H (C) et l'opération f —+ Pf 
admet dans H (C) l'inverse continue. 


Conséquence. Si le polynôme P (z) ne s'annule pas dans TS, alors 
+ € H (C). 


En effet, est alors holomorphe dans T° et P += 1€ H(C). 


1 
P(:) 
La démonstration du théorème se fait moyennant le résultat sui- 
vant dû à Hôrmander (voir inégalité (2.3) du $ 14 pour p = 0). 
Etant donné un polynôme P (z) 5 0, il existe un entier m>0 et 
un nombre K >> 0 tels que toute @ € CT" (R°") vérifie l'inégalité 


et ISA supe. 9 (4 +12 F1 D w (P Go, yil. (2.4) 
Pf € H (C) par hypothèse. La Conséquence 3 du $ 12.2 entraîne 


D'(PN} EH (C). On trouve donc &,>0 et 8,21 pour lesquels 
D'(PN) EH%P (C), 1v1Sm, a >, B>P0 (B pair). 
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Soit C’ un cône ouvert convexe, C”’ € C. Il existe alors un cône 
{ouvert convexe) C” tel que CE C” E C. Construisons une fonc- 


tion n(0o) € C® (S,) qui vaut 1 sur pr C” et 0 en dehors de pr C”. 
{Ces fonctions existent par suite du Lemme du $ 1.2.) Posons 


nn um 
fn | FT )1u1 
VENDRE TT 
dans (2.1), il vient pour tout z € T° 


lf(z)llylr 
————————_—_ ——_—_—_—_— < 
PEN LCET EN PTEURR 


p(z, y)= € CT (R?7) 


|. Plssbahl rt LL 
SE pe 0 CHEN eo er em JE 
CK,(C) sup HE HÉMIDNIP EG 
GET A+: © (A+ly/f) 
CK:(C') sup | DY[P (2) f (2)}| 


ee mere" (+1 21)% (441 y TP) 
lvi<m 
Si l'on tient compte de 


A'ySlyl, yEeC'; AGy>zolyl, yEC”, (22) 


avec À (y) et A’ (y) la distance de y à àC et de y à 9C” respective- 
ment, on poursuit l'évaluation: 


(+2 MTS TE AN)TÉ Mu) 
; DY{P(2)f(2)] 
<K3(C') su > — |, 
—_ Por A+121)%*{1+ A 8 (y)] 


IYISm 
et on en tire par suite de (2.2) (la norme || ||’ étant associée au cône C”) 
pere mt € Ks(C') max || D’ (PHP. (2.3) 
lyI<m 


Conformément à la Conséquence 3 du $ 12.2, l'opération Pf —+ 


— D“ (Pf) est continue dans AH (C), si bien qu’étant donnés certains 
M, > 0, «20, 6’ >0, on a les estimations 


ID' (PHP EMNPI AT, [yl&m, 
qui nous permettent de récrire l'inégalité (2.3) : 
[mr +0 ag (C'> 1 PF AT 2. (2.4); 
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La dernière inégalité montre (voir $ 12.4) que f € H (C) et que 
f — Pf a l'inverse continue dans H (C). La démonstration du théorè- 
me s'achève là-dessus. 


REMARQUE. Ce théorème a été démontré dans (2; [1}). 11 rappelle le résultat 
de Hôürmander [2] concernant la division d’une distribution tempérée par un 
polynôme. 


3. Estimations pour des fonctions holomorphes à partie imaginaire 
> 0 dans T°‘. 


T&£oreME. On suppose que f(z) est holomorphe dans T° et que 


Imf(:)20,2z€ T°. On a alors l'estimation suivante: il existe pour 
tout cône C” Œ C un nombre M (C") tel que 


fEISMCNELE, 2er°, (3.1) 
ie. f E H®% D (C°) pour tout C' E € donc f E H (C). 


CoNSEQUENCE. On se place dans les hypothèses du théorème avec 
en outre f (2) = 0 dans T°. Alors + € H (C). 


Denentons la dernière affirmation. Si Im f (z) > 0 dans 


alors FEI est holomorphe dans T° et 
1 __—Imf(z) | 
me TE <0: 


d'après le théorème, + € H (C). Si Im f(2)>0 devient égalité en 
un point de T°, le principe du maximum pour les fonctions harmo- 
niques implique Im f (z) = 0 dans ce domaine, de sorte que f (z) — 
= const 0 et + € H (C) de façon triviale. 


REMARQUE. L'estimation (3.1) a été obtenue dans (6; [7]). 
On démontre le théorème moyennant les trois lemmes suivants. 


LEMME 1. Si f(z) est holomorphe dans le polydisque unité 
St={z:|z1<1,...,[z,| 1] et Imf(z)>0 dans Si, alors 
1— max |z;| 


In f (0) Sr < 


max E71 7 


1<j<n 
ne PL lz;l 
<I@-Re OISIM OS, 15: (32) 


1<J<n 
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en particulier, 
OI OS, est. (3.3) 


1— max |z;|° 
1< 


<j<n 


DEMONSTRATION. Si Im f(z) = 0, alors f (z) = const (nous ve- 
nons de le démontrer) et (3.2) est trivialement vérifiée. On estime 
donc que Imf(z) >0, zE€ S'. On fixe un point z € S! quelconque 
et on introduit la notation p — max |z, |, 0&p << 1. Considérons 

1<j<n 
la fonction œ (À) = f (A —) holomorphe dans |À [<< 1, Im ® (4) >0 
dans ce disque. La fonction 


___p(À)— Re (0) — i Im o (0) 
PO) LR O)+1 Im p O) 


est holomorphe dans |A] <<1 et MAIRE est 1, de plus Ÿ (0) — 
= 0. On a |p(A)| SIA] (lemme de Schwarz), donc 


Im (0) EI p (A) —Rep(0)1= [11m (0) TL] < 
<imp(0) +, lL|<<1, (3.4) 

et, partant, 192 

[pA)IIRepO)I+ImpO le EDL, Jal<1 (35) 


Posons À = p << 1 dans (3.4) et (3.5), il vient (3.2) et (3.3), ce qui 
démontre le lemme. 


LEMME 2. Si f(z) est holomorphe dans TT = (2: ÿ > 0, 
.. Un > 0], et Im f (2) >0 dans ce domaine, alors 


@ISV2I GI mex LUE, :eT%, (36) 


RER CO 


DEMONSTRATION. L'application Para 


_ Zj —i 


te = 
re Sr Tr L,j=1, n, 


applique le domaine tubulaire T** sur S! et la fonction f (z) dans 


plu)=f (ie it) 


1—w; è 1—w0h 
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holomorphe dans S!', où Im @ (w&)>0. Utilisons (3.3) pour  (w), 
il vient 


2|1®(0)| 1 
LJ<n 


d'où l'on tire en anciennes coordonnées : 
HORS 2170) zE TR. (3.7) 
1 = +3 


T1<ien 


Démontrons l'inégalité 


ei ts, y>0 (3.8) 


_2— 


ETS 


On pose 
3 
a = E + y2>2 


et on ramène ss à l'inégalité équivalente 
a —(a+2)(V2a—1)>0, a>2. 


Cette dernière inégalité a effectivement lieu: elle est vraie pour 
a = 2, et la dérivée du premier membre s'écrit 


(4—2V2)a+t1—-2V2>0, a>2 


L'inégalité (3.8) aidant, on déduit (3.6) à partir de (3.7) et on 
démontre le lemme. 


LEMME 3. On suppose que f (z) est holomorphe dans T° et que 
Im f(z)yest 0, C étant le cône pointé polyédral 


C'=ly:(e;, y) >0, j=1,...,nl] (le; 1 = 1). 
A lors f (z) est évaluée par 


fOISVZI (TI, 2er, (3.9) 


avec T la transformation linéaire 
y — Ty — [(e1, y); …... (en, y). 


D£EMONSTRATION. C étant non vide, les vecteurs e,, . .., e, sont 
linéairement indépendants, d'où l'existence de T-!. L' application 
biholomorphe 

w=Tz,, z2= Tlw 


transforme 7° sur TR* et f (z) en la fonction f (T-!w) holomorphe 
n 
dans T** et ayant sa partie imaginaire >>0 dans ce tube. L'esti- 
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mation (3.6) fournit 
FT) IS V1 (7-5) max HÉCUR , werst, 
1<j 


jen Im 
d’où, en passant en les variables z, 


lf(ISV21/(T-)) max HIDE, zere 
1<j<n (es y) 


Cette estimation jointefà 
[(e;, 2) P<lefPlzP=12f; A(y)= max (e,, y), yec, 
SJSn 
entraîne (3.9), i.e. le résultat cherché. 


D'EMONSTRATION DU THEOREME. Soit C’ Œ C. Recouvrons le cône 
C" avec un nombre fini de cônes ouverts polyédraux Cr E EC, k= 


= 1,..., N, et choisissons dans chaque C, un cône C. € Cr 
de façon que C', ..., CN recouvrent toujours C’. On a dans tout 
domaine T° l'estimation (3.9) : 

OISVTI ROIS, 1, N, (8.10) 


Ax (y) et Tx étant pour C, ce que A (y) et T7 sont pour C. Puisque 
Cr E Cr, il existe des nombres 04 tels que A, (y) >0: | y | quels 
que soient y € CK (voir Lemme 1 du $ 4.4). On utilise cette inéga- 
lité et on pee de (3.10) 


FOIE F)ÉÈLE, ze TP, k=1,..., N, 


d’où (3.1) dans ge pour 
M (C')= max 
ISREN 


VE ;rrp|, 
c.q.f.d. 

4. Diviseurs de { dans l’algèbre HW (C). Désignons par R” l’espace 
R" auquel on a adjoint le point à l'infini et par W (C) l’algèbre 
de Banach des fonctions holomorphes dans 7° qui sont les transfor- 
mées de Laplace des distributions de la forme ÀÔ (£) + g (£), À étant 
un nombre arbitraire et g une fonction quelconque de Z! (C*). (L'en- 
semble de ces distributions forme une algèbre de convolution; voir 
$ 4.1.) W (C) est dite algèbre de Wiener. Ainsi, tout élément fE 
€ W(C) est représenté par 


fU)=2+ | g(eit. D dE, 
c* 


Iflro=1A1+ 18 Ed. 
c* 
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Ceci étant, la fonction f (z) est continue dans TC, fermeture de T° 
dans R?", et on a l'inégalité 
[9 = sup] f (2) SI Ihr cor 
4 4 
2€ TC 

si bien que W (C) est une sous-algèbre de H (C) et l'injection de W (C) 
dans H (C) est continue. 

SifeW(C)etf(z) 0 dans T° |) R", alors = E W (C). 

Dans ce cas, 


f'(=+ (s@emDæz0, zER", 1#0, get. 
c* 


Selon un théorème de Wiener (voir Wiener [1)), 


te fubenta mes: G.1) 


Puisque f (2) 0,22€ T° R*, on a pour tout CE C 
inf |f(2)1>0. 
z€TC” 


L EH (C) d'après le Théorème du $ 13.4 (si &’ = f = e = 0), 


ce qui fait que + = L{gl, gE SF’ (C*). Donc 7 — F [gl]. Par iden- 
tification avec (4.1), on trouve 


1 
(= +6) +1 E), 
de sorte que supp 8, C*, donc g, € £? (C*). Par suite de (4.1),ona 


ra rtis (E) ei. D ŒEW (C). 


5. Exemple. Le noyau de Cauchy &'y+ (z) (voir (2.17) du & 10) 
est un diviseur de 1 dans l’algèbre 4 (V*): 
1 4 sue 
ml 7) à + 
mme Tr (#1) À EAP. 
2x © r(=—) 


L'affirmation découle de la Conséquence du Théorème du $ 13.2 
et de 


= (x + iy} = 2° — y° + 2i (x, y) HO, ET. 
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En effet, on aurait dans le cas contraire 


22=y2, zoÿo=(x, y), ÿ>0, y>0, 

ä.0. 
| 1x | 
yé 


ypP<O: 


0 < y°= x5 —x? = EN _xp< à 
0 


(1 E—v)= — 
contradiction. 

Ainsi, il! existe dans l'algèbre #” (V*) l’inverse de l’opérateur 
0:;++. On définit de plus toute puissance réelle 6$++ de cet opéra- 
teur de convolution si l’on pose 


L{B%+]= (2), 2€ TV. (5.1) 


Pour fixer les idées, on choisit la détermination de la fonction holo- 
morphe #°,+(z) qui est positive pour z = iy (voir (2.2) du $ 10). 
Il résulte de (5.1): 


0% » OÙ, — este, a, B quelconques. (5.2) 


On définit de même les puissances [J% du dalembertien 
9? PL a 9° 
O = OÔ TE — 0 Tee ge À. 


‘On a 
2n n—1 2 


L(O)= —2= 0% nt (2), En = DUT RME per (RE ). 


On pose 
2a 
LIO°]= «4% y "+1 (2) 
et on obtient, par suite de (5.1), 


2@ 2 


D= gôpe "tie, O=cnôpenti a, (5.3) 
On a, en vertu de (5.2), 
OSOË= O2+8, «, B quelconques. (5.4) 
En particulier, (5.3) entraîne pour æ— —1 
n—1 n= 1 
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n— 1 
4 PR PR 1 


86) = 550 * 07: (6). 
pe rr(tit) 


Quand r = 3, on en tire le résultat connu 


8 (= Op (E). 


solution élémentaire de l'opérateur des ondes à 3 dimensions. 


(5.6) 


REMARQUE. Les puissances fractionnaires de [] ont été introduites diffé- 


remment par M. Riesz [1]. 


CHAPITRE III 


CERTAINES APPLICATIONS EN PHYSIQUE 
MATHÉMATIQUE 


$ 14. Opérateurs différentiels à coefficients constants 


La théorie des distributions a profondément marqué les recher- 


ches relatives aux équations différentielles linéaires. Garding, Hôr- 
mander, Malgrange, Guelfand, Ehrenpreis ont fait paraître aux 
années 1950 des ouvrages fondamentaux qui traitent de la théorie 
générale des équations linéaires aux dérivées partielles de type 
quelconque. The linear partial differential operators de Hôrmander 
(voir Hôürmander [1]) en a été une sorte de résumé. D'autre part, on 
constate depuis plusieurs années un intérêt accru pour les opérateurs 
pseudo-différentiels (qui sont une généralisation des opérateurs diffé- 
rentiels et intégraux (singuliers)). 


1. Solutions élémentaires dans D’. Un des plus importants ré- 
sultats est l'existence d’une solution élémentaire € (x) € Z’ de 
tout opérateur différentiel linéaire P (D) 5£ O à coefficients cons- 
tants (voir $ 4.8, c)), i.e. 


| P (D) 8 (x) = 8 (a), (1.1) 
ou 
P(D)= 2 aeD°, À [a | 0 (1.2) 


est un opérateur différentiel d'ordre m. 

Ce résultat a été obtenu par Malgrange [2] et indépendamment 
de lui par Ehrenpreis [2]. 

La démonstration de l’existence d’une solution élémentaire doit 
être précédée de deux lemmes. 


LEMME 1. Si 
P (E)= D Act, >» [tal 0, 
lal=m 
est un polynôme quelconque de degré m>1, alors il existe un change- 


ment réel linéaire non singulier de coordonnées 
E= CE", detC 0, C= (CR); 
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tel que le polynôme P devienne 


P(E') = = a+ à P,(E:, ..., E)E, a0. 


<m-i1 


DE£EMONSTRATION. Le coefficient de E;” dans P (&') = P (CE 
vaut 


D Gate... cu. (1.3) 


lal=m 


Comme 2. la | 0, on prend nr nombres réels c,, Coy, - .. 
la l= 


+ Cn1 de façon que (1.3) soit différent de O, et À | C1 | 0. 
<h<n 
Les c;; restants sont réels quelconques et tels que det C Æ 0, c.q.f.d. 
LEMNME 2. Soit 


PŒ)=aT+ 2. Pas... En)E, 70, (14) 


un polynôme. Alors il ésiite une constante *x fonction de m seul telle 


qu'il corresponde à tout point EE R" un entier k, OSk<m, pour 
lequel on a 


IP(tit+ire, &,...&)|>ex, ri. (1.5) 


D£MONSTRATION. Fixons E E R" et factorisons P (z, E:, ..., E,) 
par rapport à 2: 


P (2, Es - .., En) = 
—a(z — À). . (2 — Am); 
de sorte que __ ossi En): 
j—=1, 2, ., m, et 
P{t+i+, É, .…..) En) = 


=a(-1+ir+) UE 


: (E—Am+ir +). (1.6) Fig. 29 


Le principe des tiroirs nous permet de dire que parmi m + 1 cir- 


conférences | t’ | — + ,] = 0, 1, ..., m, il se trouve au moins une 


k : : , : 1 : 
| T [= — qui est distante d au moins 5 de m points À — Ey, : .. 


m — E1 (fig. 29). Ce fait et (1.6) entraînent (1.5) pour x — 


m . 
= (=) , Ce qui prouve le lemme. 


12% 
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THEOREME. (Malgrange-Ehrenpreis). Tout opérateur différentiel 
à coefficients constants P (D) = 0 possède une solution élémentaire 


E Z 


D£EMONSTRATION. Etant donné qu’une transformation réelle linéai- 
re non singulière transforme Z'° en Z’ (voir $ 1.10) et vu le résultat 
du Lemme 1, il suffit de démontrer le cas d’un polynôme P (iE) de 
la forme (1.4). 

Soient fo, fr : + +» fm es fonctions non négatives mesurables 
définies sur R" ayant la propriété: NN f,(£)=1, ER", et 

0£h£m 
În (E) = 0 pour Ë tels que 
à à k ; . 
ie | P (tir, iEr, ..., in) 
(ces fonctions et ce x > 0 existent en vertu du Lemme 2). 
Définissons une distribution 6 en posant, pour toutes les q € Ÿ, 


(6, p) = 


<ax (1.7) 


Ligl (tir À, &,...,bn) 


n 4 m dt 
st Se VE de 
en 2.1 di JL P(&-T, Ge... tn) | 

(1.8) 


L {œ] étant la transformée de Laplace de @ (voir $ 9.1). On démon- 
tre que le second membre de (1.8) existe et définit une fonctionnelle 
(linéaire) et continue sur Z, i.e. 6 € Z'. Cette affirmation résulte 
des estimations 


1(8, pi < À 
max |LIQI(E+it +, Es ...En) 
Si s Iioe = dE < 
(ny? 2] in lp (ar, E … iEn ) D 
ItTi= 1 m 
hk à L 
Lo > max e/* mf(1+li+iel +É+...+8) VX 
0O<hk<m 
x [ 14-—A)"@(z)dz, 
l.e. de jé 
1.e. 
IE, DIS Ar | 14—A)'p()lds, (1.9) 


[x <R 


valable pour tous les entiers N >> n/2 et pour chaque @ € Z (U:). 
On a déduit la dernière estimation à l’aide de (3.4)-(3.5) du $ 12 
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(pour L{œ](Ë) entière), de (1.7) et des propriétés des fonctions 
În}- 

‘ Il reste à montrer que la distribution € € Z” ainsi construite 
vérifie (1.1). Utilisons (1.8), il vient pour toutes les p € Z 
(P(D)8, q)=(8, P(—D))— 


L{P(—D)ql(&+it 8, ... ne 


1 1 
= — oO \hE— 7 = 
ex > | "+ ani Œ P{i—T,&,...,n) 
= D (RO | Liel(i+ité, 8) 
0O<h<m Iti= 1 
Re, 2 Doro À FLp1 (E) dE = @ (0) = (6, ). 


ce qui achève la démonstration. 
Connaiïissant une solution élémentaire 6 de l'opérateur P (D), 
on cherche u € Z”, solution de l’équation 


sous forme de produit de convolution 
u—=£#*f (1.11) 


pour f € ’ telle que ce produit de convolution existe dans %’ 
(voir $ 4.8, c)). Avec diverses solutions élémentaires on obtient 
donc autant de classes de seconds membres pour lesquels l’équa- 
tion (1.10) admet pour solution le produit de convolution (1.11). 


2. Solutions élémentaires tempérées. Nous venons d'établir que 
tout opérateur différentiel non nul à coefficients constants possède 
au moins une solution élémentaire dans %”. Une question se pose 
qui est fort importante pour les applications: comment trouver 
une solution élémentaire qui convient sur le plan croissance, support, 
régularité, etc. La transformation de Fourier constitue en l'occurren- 
ce une technique commode. Cette méthode joue cependant pour les 
distributions tempérées, ce qui nous oblige de rester, en la matière 
des solutions élémentaires, dans la classe #”. 

Dans la classe #” l'équation (1.1) est équivalente à l'équation 
algébrique (voir $ 6.3, b)) 


P (—it) 6 (#) =1 (2.1) 
par rapport à la transformée de Fourier F [£] — é. Ainsi, la recher- 


che d’une solution élémentaire tempérée constitue un Cas particulier 
du problème plus général relatif à la « division » d’une distribution 
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tempérée par un polynôme, i.e. la recherche d'une solution u € #’ 
de l'équation 


P Œ)u = f, (2.2) 


avec P 5 0 un polynôme et f € Ÿ”’ une distribution donnée. En 

1958, Hôrmander [2] et Eojasiewicz [1] ont démontré indépendam- 

ment l’un de l’autre la possibilité de ce problème de la « division». 
La démonstration s’appuie sur le 


LEMME. L'application 


p—Pp,, qEŸ, 


admet l'inverse continue dans $# ; en d'autres termes, on associe à tout 
entier p>0 un nombre K, > 0 et un entier p° = p' (p) > 0 tels 
qu'on ait l'inégalité 


IE Il < K}; Il Pp]lps  P ec” (R?). l (2.3) 


Les démonstrations connues étant fort ardues, nous nous borne- 
rons au Cas n —= fi. 


Prouvons (2.3) pour P(£)—E et notons ÿ—=E, il vient 


, < 1 
=, ie {RS TP [El 


| Ÿ (&) | JEl> 1; 


[b"Œ)I, IEI<1 
= x, ei 7E 
[bp Œ)1+1vb (El IE1> 1; 


et ainsi de suite. Par conséquent, 
lol = supe (+187) 19 Œ 1 < 
I&I<pP 


< Ah sup (HE IP EE K1l69 Îlour 


i.e. le résultat cherché (p° = 1). 
Comme l'inégalité (2.3) est vraie pour P = Ë, elle l’est égale- 
ment pour P —E —E, et, partant, pour tous les polynômes P— 


— a [[ (E—#E): 


1£<h<m 


lol < ASIE —E) ppm < AP ILE — 1) E—B) lee < -… 
….& AOV | (E — 4) (E— 8) ... (E— Em) P [ntm = pl PPIlptm- 


Le lemme de Hôrmander aidant, on démontre que (2.2) possède 
nécessairement une solution dans #’. 
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Considérons en effet la fonctionnelle linéaire 
Pq —(f, +) 


définie sur le sous-espace vectoriel [p: 15 — Py, ® € #] de l’espace 
#. Elle est continue selon le lemme de Hôrmander: si P, —0, 
k oo dans #, alors p, —>0, & —+ oo dans # et donc (f, pr.) +0, 
k — oo. Elle peut être prolongée en une fonctionnelle (linéaire) 
continue u:œ—>{(u, œæ), sur tout # (théorème de Hahn-Banach), 
ni que u € F’ et (u, Pœ) = (f, @). Cela signifie que u vérifie 


En transformant par Fourier, on a le 


TH£OREME (Hôrmander-Lojasiewicz). L’équation 
P (D)u = f, (2.4) 
avec P (D) 5 0, admet pour toute f € $” une solution dans #’. 


ConsÉQUENCE. T'out opérateur différentiel linéaire non nul à coef- 
ficients constants a une solution élémentaire tempérée. 


3. Méthode de descente. Prenons l'équation différentielle linéaire 
à coefficients constants dans l’espace R"*! des variables (zx, t) — 
Ti e Le L) 


P (D, Do) u=— f(x) X Ô (4), fe" (R?), (3.1) 
P(D, D:)= > Pa(D) D + Ps(D) et P(D) sont des 


1<9<p 


, ÿ) 
ou Do = FE 
opérateurs différentiels par rapport à x. 

Nous dirons qu'une distribution uw (x, {) € D'(R"*!) peut être 
prolongée en des fonctions de la forme w (x) 1 (t), avec @ € Z (R°) si, 
étant donnée une suite quelconque de fonctions d'essai ns (x, t)€ 
E D (R"*#1), k = 1, 2,..., convergente vers 1 dans R’*! (voir 
$ 4.1), il existe une limite 


lim (u, p(z)m(z, D)=(u, p(x)1()), peZ(R"), (3.2) 


indépendante de la suite {n:}. 
Notons uw, la fonctionnelle (3.2), il vient 


(, p)=(u, p(x)1(6)=lim(u, (rm, 1), pe. (3.3) 


Quel que soit À, la fonctionnelle (u, œ (x) nx (x, t)) est évidem- 
ment linéaire et continue sur %, i.e. elle appartient à Z”. Aussi 
la fonctionnelle limite u, € Z”’ (théorème sur la complétude de Z”; 
voir $ 1.4). 
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Une distribution u, (x) s'appelle intégrale généralisée par rap- 
port à t de la distribution u (x, ft). 
Donnons un critère d'existence de cette intégrale. 


TH£ORRME 1. Pour que u € SZ” (R"*!) admette u,, intégrale géné- 
ralisée par rapport à t, il faut et il suffit qu'il existe le produit de con- 
volution u » |ô (x) X 1 (f)l,eton a 

us [ô (x) X 1 (6)] = u, (x) X 1 (6). (3.4) 

DEMONSTRATION. S UFFISANCE. Soit le produit de convolution 
u «16 (x) X 1 (t)]. On trouve alors une distribution u, € Z° telle 
qu'on ait (3.4) (voir $ 4.2, cet $ 3.3). 

Démontrons que u, est l'intégrale cherchée. Soient {E: (x}}, 
{nx (x, t)} et {xx (4)} trois suites de fonctions d'essai de Z (R”), 
D (R"#1) et Z (R!) qui convergent vers 1 dans les espaces respectifs 
R?, R#, RL Soit ® € Z (R”). On trouve alors un numéro NN tel 
que E;p — œ quel que soit À > N. On associe ensuite à tout 4 un 
indice i, pour lequel 


nn (es 2) | 40, @e (+) dt = mu (a, à). (3.5) 


wo, étant une calotte (voir $ 1.2). Si (x, t) Esuppme (x, 2): | il 
< R;l, on peut en effet prendre i, de façon à avoir %, (£) = 1 pour 
JtISR;+eeona 


ET ()o(t+t)dt = | @e (4) Xi, (—t) dl = | we (+) dt' = 1. 


lt] <e 


Utilisons les égalités (3.4), (3.5), la définition (3.3) et celle du pro- 
duit de convolution ($ 4.1) et notons que la suite 


Ex (x) Er (x°) UL (x, t) Xin (£”), k=1,2,.., 


de fonctions d'essai de Z (R?"*?) converge vers 1 dans R 
il vient pour toute @ € Z (R”) 


lim (u, @(x)m (x, t))= 
=lim(u(z, t), Ex (x) p (x) mx (x, t) | Xan (47) @e (+47) dt”) = 
= lim (u (x, t) XÔ(z')x1({), 
En (2) Ex (7°) mn (2, XL CD p(z+r)a(t+t))= 
=(us[ô(z) X 1(4)], p(z)@e(t)) = (u0 (x) X 1(4), p(x) we (1)) = 
= ( uo(x), p(x) | @e (t) dt) = (uo, ), 


en +2 
, 


c.q.f.d. 
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Necessite. Admettons que u possède u et soit Ex (CE LT, l'), 
k —1, 2,..., une suite de fonctions d'essai de Z (RE +2) qui 
converge vers 4 dans R?7*2. Soit de plus @ € Z (R?*1). On indique 
alors pour tout compact X € R"*! un nombre NW tel qu'on ait 


[En Ge #5 0, dote, 242) | qpix, t+r)at = | q(z, yat”, 
(x, t)EK, 


quel que soit k > N. Il existe donc une suite 14 (zx, t) de fonctions de 
T (R"#) qui converge vers 1 dans R"*! et telle que la suite de 
fonctions 


Ya (2, = [Ex (x, ts 0, t')q(z, t+t')dt— 

—m(s, 9 | p{z, #)dt+m(s, 8, E=1, 2, (3.6) 
de Z (R"*!) converge vers 1 dans R'*1!. Soit , (x) une fonction 
de % (R') qui vaut 1 sur le support de o (x, t), ce qui donne @ — 


— p)%. On utilise alors (3.6), les deux définitions mentionnées et 
on trouve 


(u9 (x) X 1 (£), p)= (uo, | (x, t)dt) = (%o (x), Po (z) | p(z, L) dt) = 
= lim (u (2, t), Po (x) Nr (x, t) | p(z, t) dt) = 
=— Jim (u(z, t), po(z)x (x, 1))+ lim (u(x, 1), @o(z) mn (2 t)) + 


Him (ua, #, ete) [Ba #5 0, Php( 1+1)dt")= 
= —(uo, Po) + (Uos Po) + 
vie (u(z,t) X1(6(z") X 1(1”)], Ex (x, t5 2°, L')po(z+z)p(z+ 
+2", t4+1))=(ue[ô (x) X 1(#)], pop) =(ue[8 (x) X 1 (4)1, p), 
c.q.f.d. 


CoNsEQUENCE 4. Soit u(x,t) une fonction mesurable et 
lu (x, DH IdE£ie. Son intégrale généralisée par rapport à 
t existe dans £1.. et est représentée par l'intégrale classique 


Uo(x) = | u(x, t)dt. (3.7) 


REMARQUE. Il ressort de (3.7) que l'intégrale généralisée par rapport à { 
étend la notion classique d’intégrale par rapport à ? aux distributions. 
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CoNsEQUENCE 2. Siu — f(x) X Ô (t), où fE Z’', alors u, = f. 
THÉOREME 2. Si la solution u € Z' (R"*!) de l'équation (3.1) 
possède u, (intégrale généralisée par rapport à t), alors u, vérifie l'éga- 

lité 
Po (D) uo = Ÿ (x). (3.8) 


DEMONSTRATION. Soit ny (x, £), k = 1, 2, ..., une suite de 
fonctions de Z (R"*!) qui converge vers 1 dans R"*!. Il y a alors la 


même convergence pour la suite nx + Dônx, g = 1, 2, ..., k — 
= 1, 2,..., et on a donc pour toutes les o € Z (R’): 


ie (u, P (x) Die (x, t)) = lim (u, P (x) [x (x, t) + Din (x, t)]) E 
— lim (u, P (x) Th (x, t)) — (Uo, p) — (Uo; ®p) =0. 
On en tient compte et on établit la validité de (3.8) pour u,: 
(Po(D)uo, P)=(uo Po(—D) p}= lim (u, Po(—D)q(x)m (x, t)) = 
(u, Po(—D)(x) UE (x, t) + 
+ 2 (—1) Pa(—D) (x) Dim (z, t))= 
1<9<P 
= lim (u, P(—D, —D,)p(z)m(x, t))= 
an (P (D, Di) u, p(z)mw (x, t)) =lin (f(x) x 6, ç (x) ne (2, t))= 
in (f(x), p(a)m(z, 0) =(f, ®), 
<e qui démontre le théorème. 

Le procédé décrit qui consiste à monter à l’équation (3.1) à r + 1 
variables pour trouver la solution de (3.8) à x variables est connu 
sous le nom de méthode de descente par rapport à la variable t. 

La technique de descente est surtout commode pour déterminer 
les solutions élémentaires. Le Théorème 2 fournit pour f = 6 (x) la 

CoNsEQUENCE. Si la solution élémentaire & (x, t) de l’opéra- 
teur P (D, D,) admet 6, (x) (intégrale généralisée par rapport à t), 
alors €, est solution élémentaire de l'opérateur P, (D). 


Cette solution vérifie la relation 


B, (x) X 1(1 = E +18 (x) X 1 (4). (3.9) 
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Physiquement, la formule (3.9) signifie que 6, (x) est une pertur- 
bation (indépendante de t) produite par la source Ô (x) X 1 (£) con- 
centrée sur l’axe des £ (cf. $ 4.8, c)). 


4. Exemples. a). L'équation Eu — 1 a pour solutions particulières 
les distributions 
a 2 
EHi0’ E—i0?  E° 
qui diffèrent entre elles (d’après les formules de Sokhotski (8.3), 
(8.3) du $ 1) de const à (£), solution 
générale de l'équation homogène ; 
Eu = O0 (voir $ 2.6). Ê # 
b) Si le polynôme P(E) n'a pas de 


zéros réels, la fonction 


PŒ appartient 


à 0, et constitue la solution de l'équa- 
lion P (E)u = 1. 


L’affirmation découle du 


LEMME. Si le polynôme P (£) 0, 
£ E R", on trouve des constantes C > 0 
et v qui satisfont à l'inégalité 


IPEIZC(+HIEPT", EERT. (4.1) 


DEMONSTRATION. Il suffit de démontrer l'estimation (4.1) pour 
|E | > 1. Effectuons l’inversion (fig. 30): 


= Eee _ 
EE? nl CIEL [EI E*|= 1. 
Soit m le degré de P. Le polynôme 
Ps) =|E fr P( Er) (4.2) 


a un zéro unique dans R" : E* — 0, et il existe donc C, > 0 et 
u >> 0 tels que 


[P*(E*)1 2 CilE* hr, EXT <1. 
On a, par suite de (4.2), 
|PEIZ CE mme C, IE fmA, IE. 
Le lemme est démontré. 
c) L'équation 
Eu (E) = f (E) 


est possible pour toute f € $’ et sa solution générale s'écrit 


(u, p)=(f, p)+(Ô(E:) X Wa (Ezs co, En) Ph PES (4.3) 


Fig. 30 
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avec u, de #’(R”"!) une distribution quelconque, 


PŒE)= SE Lp(E)—n(E)p(O, Es, ..., En], 


n(£:) étant une fonction arbitraire de Z qui vaut 1 au voisinage 
e 0. 

La démonstration est analogue à celle du $ 3.3 (pour Y”). 

d) La fonction 6 (f) = 6 (t) Z (f), avec Z (t) solution de l’équa- 

tion différentielle homogène (cf. $ 4.8, f)) 


P (+) Da ZT a 70 


dans les conditions 
Z(0)=2Z'(0)=...=—=2%-9(0)=0, Z"-9(0)=1, 
est solution élémentaire de l'opérateur P (& 7 
Utilisons en effet la formule (3.1) du $ 2, dl vient 
8'()=0(4)2'(1), ..., 870 (=06(4) ZT 0 (+), 
8 (= 6(t)+0 (+) 27 (4), 


d’où 
P(+)8(«)=0(4 Pr (+)Z()+8(4)=86(+), 
c.q.f.d. 
En particulier, la fonction 


6 ()=0(t)e-c (4.4) 


est solution élémentaire de l’opérateur _. + a. 
e) Solution élémentaire de l'opérateur de la chaleur 
Ta = =OÔ(x, t). (4.5) 


Appliquons la transformation de Fourier F, (voir $ 6.2) et utili- 
sons les formules (3.8) et (3.9) du $ 6: 


F,lô(x, t)]=F.18(x) x 8 (4)}= FISJ(E) X 8 (1) = 1 (E) X 8 (E), 
F [SSH Fin F1a61= —IEP F6), 
on obtient 
D + a [EE = 1 (8) x 6 (0 (4.6) 
pour la distribution 8 (E, t)=F,[6]. 
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Substituons a? |E|? dans (4.4) et déduisons que 
8 Œ, 1=0 (He 


est solution dans #’ de l'équation (4.6). D'où, par transformation de 
Fourier réciproque FE’ et compte tenu de la formule (6.2) du $ 6: 


lx3 
Fit (Ë1= 20 ferait dé= — 20) 4" ter 


x)" (a V ntyr 
1.e. 
0€) - 
6 (x, t)=— ARCS (4.7) 


(2a V at)" 
f) Solution élémentaire de l'opérateur des ondes O]. Il est connu 
($ 13.5) que la fonction (ou la distribution) 


n— 1 


D 76 (to) 0(2?), z=(20, x), (4.8) 


avec 6 (xo) 8 (x*) = 6, (x) la fonction caractéristique du cône de 


lumière futur V*'=[fr:x >|xi], est solution élémentaire de 
l'opérateur des ondes [J. Posons z — 1 dans (4.8), il vient 


a (2) = 5 0 (0) 0 (22). (ä.9) 
On démontre pour n>2 l'égalité 
O9 (xo) 8 (2°) = 2 (r — 1) 6 (xo) 8 (x°), (4.10) 
la distribution 6 (x,) Ô (x°) étant définie par 
{ ©œ 
(Br) 8), pr | | pass 
0  Ixi=xo 


=+ [SR à, pEZ(R"*). (4.11) 
r" 


Si l’on emploie la technique de formes différentielles et le théo- 
rème de Stokes (voir, p.ex., Vladimirov (6; [1]), on a pour toute 
p € Z (R°*!): 


(O8 (x) 9 (z°), p) = (0 (20) 0 (2°), Op) = 
= | Do(r) dr À dm A... Ad = 
v? 
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[a (am A... A den + 2 dre À dre N\.. den — 
v+ . 1 


+ (— 1) TE do A dr A... A dans) = 


: | de, A... | dent a dto À dre |... 


ov* 
ee À dan (ANSE do À des À Ndama 
En vertu de z3 — | x |”, on a sur VX 
Toto = dt +... +2 dr 
En continuant la chaîne d’égalités ci-dessus, on a donc 


(08 (to) 9 (x°), p) — | d (ride, Nise NE, 


ov* 


+ (— 1) andes A... À dans]}— 


—{n—1) | pie. (4.12) 
J 0 
ov* 
Etant donnés le théorème de Stokes et le support borné de ®, 
il y a nullité de la première intégrale à droite. On intègre dans la 
seconde sur la face extérieure de la surface 0V* (fig. 31) de sorte que 
dt, |... /\ dr, = —dx. Aussi 
(CI (21) 0(27), g)=2(n—1) | LED ox, 
R? 
d’où la formule (4.10) par suite de (4.11). 
On pose z = 2v + 1 dans (4.8) et on utilise (4.10), il vient 


1 
2v+1 ( ) Vlr (v) 


En particulier, (4.13) donne pour v = 1: 


O*-10 (xo) ô (x?). (4.13) 


63 (z)=—- 


(4.14) 


Pour obtenir une formule EU à (4.13) pour ñn — 2v (pairs), 
on recourt à la méthode de descente par rapport à x,+, (voir $ 14.3). 
On montre à cet effet que éov+1 (T, Zev+1), T = (To Tir + + +, Tv), 
possède une intégrale Ses par rapport à ÆZovy+1 Soit 
Ma (TZ, Tov+a), k = 1, 2, ..., une suite de fonctions d'essai de 
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T (R'*#) qui converge vers 1 dans R"*?. On a alors, moyennant 
(4.13) et (4.11), pour toute @ € Z (R"*?): 


j 1 
lim (Ézv+1 (T, Tev+s), P (x) Ma (x, nn) Re X 
Xlim - f Es 
R- 00 0 70 Lx 4 5 22 ENT [ (x) ue (x, Tov+1)] dS (x, Xay+1) dxo = 
Xov+1%0 
= 1 (1 1 
ro je , ]  0e@ase., pan. 


2, © 2 
[XD +xo44 1 =%X5 


Transformons la dernière intégrale. Comme C*-'q (x) est indépen- 
dant de z:,+,1, on remplace l'intégrale de surface étendue à la sphere 


Ti 


Fig. 31 


Sx, — [(Z, Zev+): 1x Ê + x, = 25] par l'intégrale double prise 
sur la boule | x | << x, (fig. 32), ce qui donne 


| r- v—i 
(Es Ps — © FC) axdre, 
277 Tv) } x L 
1.e. 
| )9=4 /9 
É2v Dre OY-'[8 (x) ziT *”", (4.15) 
avec 


(YF sis) > [x], 


0 sito <|X|. (4:16) 


[8 (20) x] = 


4192 CERTAINES APPLICATIONS EN PHYSIQUE MATHÉMATIQUE [CH. III 


On trouve en posant v—1 dans (4.15) 
1 
= ee 


g) Solution élémentaire du Laplacien A. On a montré ($ 2.3,h)) 
que 


Ën (x) = 


(4.17) 


1 1 
ne ri n>3; E:(r)=-—In|x| (4.18) 


est solution élémentaire du Laplacien. 
Calculons 6, par transformation de Fourier. On a 


—|58PFI6,l] = 1. 


Soit nr = 2. La distribution — TE définie au $ 6.6, h) satis- 


fait à cette équation et sa transformée de Fourier vaut 2x in | x | + 
+ 2nCo, Co une constante. Donc 


1 1 C 
Ce rl er C0 rl diet 
FT gr] ES ne de RE 
La constante vérifiant l'équation de Laplace homogène, on s'assure 
en rejetant le terme <s qu'on peut choisir 8,=-—In [zx |. Soit 


n = 3 Dans ce cas, —| E |-* est localement sommable dans R’ 
à croissance lente, d’où, en conformité avec $ 14.2, 


1 1 1. 
ES DE DS [Tr ]= 7 Ga F [re]. 
Utilisons (6.6) du $ 6, on obtient (4.18) pour nr = 3. On procède 
de même quand r > 3. 

Lorsque n > 3, 6, (x) est construit de façon élémentaire par 
la descente par rapport à £ (voir $ 14.3) à partir des solutions élé- 
mentaires de l'opérateur de la chaleur ou de [. La formule (4.7), 
a = 1, donne par exemple par recours à (3.7): 


É £ ot ns 
(= — | Lenles Er L = 
ler À uyn/2=2 du — 
PTE IL u du 
… Ïz |” n+2 NS NE ir 
= —T(n/2— Dr = (n—2)0n|z|r*° 


On agit de même pour la solution élémentaire 6, x (x) du Lapla- 
cien itéré A* avec 2k < n: 
(— 1} (n/2—k) 


2k-n 
a 1 i Em (4.19) 


En, à (T) = 
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h) Solution élémentaire de l'opérateur de Cauchy-Riemann 


) 4) 1 (e) . 9 
6x, y), D 2 (+). (4.20) 


e e Ld 0 Q e e 
Faisons agir l'opérateur ei J sur (4.20), il vient 


1 Ô . 0 
d’où l'on tire pour n = 2 à l’aide de (1.11) et (4.18): 
828,» (ir) ô=+ (+ i+)MVr+, 


T "dE 
i.e. 
6 (x, pn=—, Z2=2z<+iy. (4.21) 
* i) Solution élémentaire de l'opérateur de transport 
REA grad 6,)+aés—=6ô(x,t)}, |[s|=1, v>0, a>0. 
(4.22) 


En transformant par Fourier on a pour la distribution F,[6:] = 
1 ‘6, = 
Lai (s, E] 8 = 1 E) X 6 (6). (4.23) 
On en déduit compte tenu de la formule (4.4) que (4.23) a pour solu- 
tion dans #’ la fonction 6,(E, t) = v0 (t)elits. 5-alvt,  Appli- 
quons la transformation de Fourier réciproque Fi! et la formu- 
le (2.6) du $ 6, il vient pour x, = vis 
Es(x, t) = v0 (t)e-avt6 (x—vts), (4.24) 


solution élémentaire de l'opérateur de transport. 


On calcule la solution élémentaire 6$ (x) de l'opérateur station- 
naire 


(s, grad 65) +aËés = 6 (x) (4.25) 
par la méthode de descente par rapport à £ (voir $ 14.3): 


(85, p(z)1 (t))=v | eavt(ô (z—vts), y) dt — 
0 


ex 


= V | eo (uts) dt = | e”%up (us) du = (8 (5-7) | p), 
0 0 
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si bien que 


62 = 6 (s—E). (4.26) 
j) Solution élémentaire de l'opérateur de Schrüdinger 
06 1 
i + A6 = (x, t). (4.27) 


Effectuons la transformation de Fourier F,, on obtient pour la distri- 
bution PF, (6] = 6 (E, £): 


15e 81 x 6) 


(cf. e)), d’où, conformément à (4.4), 


IS12t 


es = n/2 tt _ he 
é(E,t)=—i0(the °” = —i lin 6 (+) (—— _. ——) e Amrie 


Utilisons la continuité dans #’ de la transformation de Fourier ré- 
ciproque F£* et la formule (4.7) avec = : 


n m+10-% 
8 (2, 0= —i0 (0 (2) el TT, (4.28) 
On a en particulier pour nr = 1: 


E(D=— 5-00 e ES (4.29) 


5. Comparaison des opérateurs différentiels. Soit P (D) un opéra- 
teur différentiel à coefficients constants d'ordre m défini par la 
formule (1.2). Introduisons la notation 


PE= > 1PPGP, PP (= née nu à "1 aa (F)E"S, 
IB1<m 
la formule de Leibniz se récrit 


P(D)(fg8)= Ÿ PL pis (D) g. (5.1) 
IB|<m 


On la vérifie immédiatement : 


P(D)(fg)= D aD°(fg)= D aa >, (Ÿ) D'D° le 


la]<m lal<m B<æ 


— » D'fS a a(£ =) De = » DL P(D)s. 


1BI<m B<a lBl<rm 
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On démontre l’INÉGALITE DE HORMANDER : si O est un ouvert borné, 
il existe pour tout à un nombre C, = C, (P, ©) tel que 
I P® (D) plSCa IP (D) €eZ(C) (5.2) 
avec|| || =]| £2(©) (voir $ 0.3). 
DEMONSTRATION. Il suffit de prouver (5.2) pour | &« | = 1 et d’agir 


par récurrence. Démontrons-la pour aæœ = (1, 0, ..., O0). Soit 
p € D (©). En vertu de (5.1), 


P(D)(x19)=xP (D)p+ P (D) p, PA (8) = .. (5.3) 


Postmultiplions scalairement par PA°(D) = PU (—D) (cf. $ 8.1) 


et prenons en considération que P(D) et PY(D) commutent, il 
vient 


(PH (D) (xp), P*(D)œ)=(x:P (D) +, pius (D) œ) + Ï P®(D)œ 2. 
(5.4) 
Mais 
P(D) (9) = 2% (D)p+ PE (D) q, Pa (8) = EE 


par suite de (5.3). Portons l'expression obtenue dans (5.4): 
PH (D)pP=(P (D), P*(D))+(P® (D), P*(D)p)— 
—(2P(D)p, PH (D)p)<| 21P% (D) [1 P*(D) || + 
+ TP (D) e1P* (D) +1 zP (D) e 11 PÉ* (Dy'e 11. 
En notant R;,= sup {|z;|, 1] et en observant que 
x€O 


I P(D)el=1P*(2) |, 
on en tire 


1 P% (D)eIP<2R TPS (D)e +1 PE (D) IP (D)œll. (5.5) 


Supposons l'inégalité (5.2) établie pour tous les polynômes de 
degré << m (elle est triviale si P est de degré 0). On trouve alors un 
nombre C; jouissant de la propriété || P* (D) e||I&C,l| PY (D) el 
p € Ÿ (©). On substitue dans (5.5) et on simplifie par || P? (D) œl|, 
ce qui démontre (5.2) avec « = (1, O, , 0et Cy = 2R (1 + Ci). 

L’inégalité de Hôrmander a pour conséquence : si © est un ouvert 
borné et P (D) 5 0, alors 


P (D) £* (©)= £* (O). (5.6) 


13* 
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Pour ,Prouver cette inclusion, il faut établir l'existence dans 
Z? (©) d’une solution de l'équation 
P(Dju=}f, fe£*(O), 
i.e. de 
(u, P*(D)p) = (f, p}, œEZ(O), (5.7) 


égalité qui définit une forme antilinéaire sur P* (D) 3 (©) con- 
tinue pour la norme de £? (©) par suite de (5.2): 


IIPISCIP* (2) el € Z (O). 


Selon le théorème de Hahn-Banach, cette forme admet un prolon- 
gement antilinéaire et continu à tout £? (©), qui détermine juste- 
ment la solution cherchée u (x) € £* (©) (Riesz). 

Ainsi, nous avons de nouveau obtenu l'existence d’une solution 
élémentaire dans Z” (©) de l’opérateur P (D) = 0 pour tout ouvert 


borné ©. Pour le démontrer, il suffit d'écrire Ô = D°f, f € £° (©), 
et d'utiliser l’inclusion (5.6). 

Nous dirons que dans un ouvert borné © un opérateur P (D) est 
plus fort qu’un opérateur Q (D), et nous noterons Q << P dans ©, 
s’il existe une constante À = XÆ (P, Q, O) telle que 


1 Q (D) gl<KI P (D), ET (O). (5-8) 


THÉORÈME. Les affirmations suivantes sont équivalentes : 
1) P est plus fort que Q dans O: 
2) il existe une constante C pour laquelle 


|Q(GE)ISCP(E), EE R'. (5.9) 


DEMONSTRATION. 1) = 2). Soit p € Z (©), p 0. Utilisons (5.8), 
où y (x) est remplacée par eilx: 6) (x), il vient 


QD) 0e lP<A]P(D)erHp]P, EER*, (5.10) 
avec À indépendant de £. On observe que 
P (D) eitx. 8) — P (if) eitx. 6), 
et on prend la formule Leibniz (5.1). (5.10) donne 


[> Q® (it) 229 = | <k| 5 po CET E (5.11) 


Soit m |’ nr le plus élevé de Q et P. On démontre la définie 
positivité de la forme quadratique 
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en {À}. En effet, si elle s’annule pour {4,} 0, alors 


ha n 
>» + D°p(x) =0, zER". 


jal<m 


Transformons par Laplace: 


(z2)=0, z6€C". 


la] <m 


Vu te L [pl (2) est une fonction entière (voir $ 12.3), on établit 
pl=0, d'où = 0: contradiction. 
Ainsi, on trouve une constante © > 0 indépendante de {À,} telle 
que 


LS = > | La |? <[ 3 DETTE (5.12) 


© Jam lal<m 


% 


Appliquons la première inégalité à À, — Q®%? (it), la seconde à 
Aa = P®% (it) et prenons en considération (5.11), il vient l'inégalité 


QUE) <(oK)° P? (E), (5.13) 


d'où (5.9) pour C = 0X. 
2) = 1). Soit ® € Z (©). Si l’on multiplie (5.9) par | F-! [p} (E)F° 
et si l’on se sert de l'égalité de Parseval (voir $ 6.6, c)), alors 


1 Q GE) Ft To] E) = 1 F0 (D) e] IP = 
= rl De l<gr S IP® (D)pllE. (5.14) 
lal<m 


Appliquons au second membre l'inégalité de Hôrmander (5.2). 
Nous établissons (5.8) pour un À (dépendant de ©), ce qui signifie 
Q< P dans ©, c.q.f.d. 


CoNsEQUENCE 1. Si Q << P dans un ©, alors Q << P dans tout 
ouvert borné. 


CoNséQuENCE 2. L'inégalité (5.9) est équivalente à 


Q(E)<C1P (E), E ER. 


6. Opérateurs elliptiques et hypoelliptiques. Un opérateur P (D) 
est dit elliptique (resp. hypoelliptique) s'il possède pour x 0 une 
solution élémentaire & (x) analytique (réelle) (resp. de C°”). Tout 
opérateur elliptique est hypoelliptique. 
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ExeMPLes. Le Laplacien et l'opérateur de Cauchy-Riemann sont 
elliptiques (voir $ 14.4, g) et h)) et l'opérateur de la chaleur est 
hypoelliptique (voir $ 14.4, e)). 


THÉORBME 1. Un opérateur P (D) est hypoelliptique si et seule- 
ment si, étant donné un ouvert © quelconque, toute solution u (x) € 


€ Z' (O) de l'équation P (D) u = f, f EC” (©), appartient à C(O). 


DEMONSTRATION. La suffisance est évidente. Démontrons 
la nécessité. Soit 6 (x) une solution élémentaire de classe 
C® (R" XX {0}) de l'opérateur P (D) et u € D’ (©) une solution 
dans © de P (D) u = f. O’ est supposé un ouvert quelconque com- 
pact dans O et n € ŸZ (O), n (x) = 1, z E O’. La distribution qu 
est à support borné et vérifie l’équation (voir (5.1)) 


P (D) (nu) = nf + f, 


s» 


avec nfEC”, nf étant! à support borné, f, € #’ et supp fc 
€ supp n X ©’. Aussi (voir $ 14.1) 


nu = 6 « (nf) + 6 » fr, 


d'où u E C® (O’)! (voir $ 4.3). Comme ©’ € © est quelconque, on 
a u E C® (O), c.q.f.d. 


On doit à Hôrmander [1] les conditions algébriques d'hypoellipti- 
cité: pour qu'un opérateur P (D) soit hypoelliptique, il faut ef il 
suffit qu'on ait pour tout a, |æ |>1, 


— 0, JE — 00. (6.1) 


On démontre de même le 


THEOREME 1’. Un opérateur P (D) est elliptique si et seulement 
si, étant donné un © quelconque, toute solution u (x) € 3” (O) de l'équa- 
tion P (Du = 0 est analytique (réelle) dans ©. 


Condition algébrique d'ellipticité: pour qu’un opérateur P (D) soit 
elliptique, il faut et il suffit que sa partie principale 
Pm(D) = 2 GaD° 
lal=m 
remplisse la condition P, (E) #0, E 0. 
Ce résultat a été établi par Petrowsky [1] pour les solutions clas- 


siques, par Weyl [1] pour les solutions généralisées du Laplacien et 
par Hôrmander en 1955 dans le cas général (voir [1]). 
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Passons à un théorème sur l’élimination de singularités isolées 
des fonctions harmoniques. 

Une distribution u (x) € Z° (G) est dite harmonique dans G si 
elle vérifie l'équation de Laplace Au = 0 dans ce domaine (auquel 


cas u € C°” (G) d'après le Théorème 1). 


THPOREME 2. Si u est harmonique dans le domaine G X {0} et 
u(r) =0o(Iz|"#*), r 23; u()=o(nliz|), 
n—=2, |x|—0, (6.2) 
alors elle est harmonique dans G. 


DEMONSTRATION. Soit Ur € G. Introduisons une fonction u (x) 


égale à u (x) dans U, et nulle partout ailleurs. Elle est sommable 
sur R” et la Midas 


Au+ À Os, +7 (uôs,) € Z'(R") 


s’annule dans R? X o, pèr suite de (3.7’) du $ 2. Onen tire moyen- 
nant le Théorème du $ 2 


Au = — 65, — — (u6s.) + D caD*ô dansR”". (6.3) 
jal<m 
u étant à support borné, on obtient à l’aide de (1.14) 
U = EneAu= —Ene 65, —Ene (uôs,)+ D caËne D — 
lai <m 


=VOHVPE D'eaDEn (6.4) 


lal<m 


où 
142 1 
En(z)=knlz| TT", n>3; É2(x)=5> niz| 
est solution élémentaire du Laplacien et V® (x), V{? (x) sont les 
potentiels superficiels de simple et de double couche étalées sur la 


sphère S 2. La représentation (6.4), où | x | << R, et la condition (6.2) 
entraînent c, = 0, de sorte que 


u(r) = Vr ()+ VF (2), Izl<R, 
d'où l’harmonicité dans U, de u (x), i.e. le résultat cherché. 
7. Opérateurs hyperboliques. Soit C un cône ouvert convexe dans 


R" de sommet 0. Un opérateur P (D) est hyperbolique par rapport au 
cône C' s’il satisfait à la condition: il existe un point y, € R" tel que 


P (yo — iz) 0 quel que soit z € T°. (71) 
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THÉOREME. Pour qu'un opérateur P (D) soit hyperbolique par rapport 
au cône C, il faut et il suffit qu'il possède une solution élémentaire 
& (x) (unique) dans l'algèbre 4" (C*) qui admet la représentation 


6 (x) — eo. Tr (x), Eo € ÿ” (C®), (7.2) 
le point y, E R" étant défini dans (7.1). 


DEMONSTRATION. NEcessiTE, Si P (D) est hyperbolique par rap- 
port au cône C, le polynôme P (y, — iz) ne s’annule pas dans le 
domaine tubulaire T°. Donc 1/P (y, — iz) € H (C) (voir 8 13.2), 
si bien que 


1 __—. 
Pier = Lléol(h 60€ #"(C*). (7.3) 


On a avec la notation 5 = z + iy, (voir $ 9.2, c)): 


FE = L TE ol (6 — iyo) = LIÉE (x) evo: *], 


d’où la représentation (7.2). 


SurFISANCE. Si l'opérateur P (D) admet une solution élémen- 
taire de la forme (7.2), alors L [| 6,](z) est holomorphe dans 7° 


et le polynôme P (yo — iz) ne s’annule donc pas dans T° par suite 
de (7.3), d'où l’hyperbolicité relativement à C de P (D). 

L'unicité de la solution élémentaire dans l'algèbre Z” (C*) a été 
démontrée au $ 4.8, d). 

Le théorème se trouve démontré. 


EXEMPLE 1. L'opérateur des ondes [©] est hyperbolique par 
rapport au cône de lumière futur V*, et [ (—iz) = —25 + 25 +... 
. + 2: 5 0 dans T° (voir $ 13.5). 


EXEMPLE 2. L'opérateur différentiel P (+ ) (voir $ 14.4, d)) 
est hyperbolique par rapport au cône (0, co). 


REMARQUE. Le cône C est une composante connexe de l'ensemble ouvert 
(voir Hôrmander {1}) 


[y: Pr (y) # 0]. 


$ 15. Problème de Cauchy 


1. Problème de Cauchy généralisé relatif à une équation hyper- 
bolique. Soit S une surface du genre C de classe C®, S, le domaine 
au-dessus de S (voir $ 4.4) et P(D) un opérateur hyperbolique 
d'ordre m par rapport à C. 
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Considérons le problème de Cauchy classique 
P(Dju=f(), zes:+, (1.1) 


Del us) k=0,1,...,m—1, (1.2) 


qui consiste à rechercher une fonction u € C"(S,) NC" 1(S,) 
qui vérifie (1.1) dans S , et (1.2) sur S. Le problème de Cauchy (1. D- 
(1.2) est possible si f EC (S+) et u, E CAL (S). 

Supposons que la solution classique 4 de notre problème existe 
et quef EC (S+). Prolongeons jf et u par zéro sur $ _ en f et u respec- 


tivement. Dans R” tout entier, la fonction u (x) vérifie dans ce cas 
l'équation différentielle 


P(D)ü=f(n+ D Gnbs)(r), (1.3) 
O<h<m—1 


où v20$ est la densité d’une simple couche répartie sur S avec la 
densité superficielle v, (voir $ 1.7) définie de façon unique par les 
fonctions {u,}, la surface S et l’opérateur P (D). La distribution 


a (v:Ôs) opère sur les fonctions d'essai p selon la formule (cf. $2.3b)} 
ôh _fp_4v Ca = 2 
(== (vaÔs), p) = (— 1) Î Un (r) ——— dS. 


Pour démontrer (1.3), on utilise (4.1) et les conditions (1.2), 
ce qui donne pour toute pE Ÿ : 


(P(D)2, g)=(u, P(—D)œ)= | u (x) P(—D)q(x) dr = 


S+ 
={PHDutotmdrt D (—1)" [na RE as 
EA 0<h£m-1 s | 
= (Footmadrt D (rés, v), 


O<hk<Sm-1 


égalité équivalente à (1.3). 


EXEMPLE 1. S'agissant du problème de Cauchy pour l'équa- 
tion différentielle ordinaire 


P(H)umum+au-t+...+au=f(t, (14) 
ut (0)=u,, k=0, 1,...,m—1, (1.5): 

l'équation (1.3) s'écrit (voir $ 2.3, c)): | 
P(S)e=fE)+ D 6% (1, (1.6) 


0O<h<m-I1 
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où 
U= D)  Gmi-juy (ao— 1). (1.7) 
0O<j<m—-i-R 


On a, en effet, moyennant la formule (3.1) du $ 2 et les condi- 
tions initiales (1.5), 


un =uD (+ à ujb"-7D (4). Ai, 2:50 
0<j<R- 
qui, joint à (1.4), entraîne pe 6) : 
P (+) 8= Pa (5) u (+080 (1) + 
+ (aug + Us) ÊT2 (1) +... + (am-io +... + Gitme2 + Um) Ô (1) = 


=f(t)+ D wô®(), 


0O<Shk<m—i 


avec vx définis par les égalités (1.7). 


EXEMPLE 2. Dans le cas du problème de Cauchy pour l'équa- 
tion des ondes 


Qu IG) Z= (Zo, X), (1.8) 
uU le, m0 = Ug (x )s = LU: (x), (1.9) 


_—_— 0 |Xo— 0 


l'équation (1.3) prend la forme 
Qu = F (x) + u9 (x) X 8 (ze) + 1 (x) X Go). (1.10) 


Ainsi, la solution classique u (x) du problème de Cauchy (1.1)- 
(1.2) qui est prolongée par 0 sur S_, vérifie dans R” l'équation (1.3), 
les conditions initiales (1.2) jouant le rôle de sources concentrées 
sur $ (en tant que somme des densités de couches de différents or- 
dres). S'agissant de l’équation des ondes, c'est par exemple (en vertu 
de (1.10)) la somme des densités d'une simple couche et d’une double 
couche dans le plan z, = 0, i.e. une source instantanée (pour x, = 0). 

Le problème de Cauchy classique relatif à l’opérateur hyperbo- 
lique P (D) admet maintenant une généralisation suivante. Etant 


donnée une distribution F € ®' (S,), le problème de Cauchy géné- 
ralisé pour l'opérateur P (D) de source F consiste à chercher dans 
R” une solution généralisée u € Z” (S,) de l’équation 
P(D)u=F (x). (1.11) 

Ainsi, on peut dire que toutes les solutions du problème de Cauchy 
classique appartiennent à l’ensemble des solutions du problème de 
Cauchy généralisé. 

On a le 
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THÉOREME. Le problème de Cauchy généralisé admet une, et une 
seule, solution définie par la formule 


u=£8sr, (1.12) 


où & E T° (C*) est solution élémentaire de l'opérateur P (D). Cette 
solution dépend continûment de F au sens de la convergence dans l'espace 


d'(S.). 
La démonstration utilise les résultats du $ 4.5 pour T = C*, 


K — Get ceux du $ 4.8, d).' Ceci étant, l'opération F +—8,F 
est continue de 2” (S,) dans Z” (S +). 


REMARQUE. Tous ces résultats se généralisent évidemment aux systèmes 
hyperboliques. Soit À une matrice N X N formée d'opérateurs différentiels 
à coefficients constants. On dit qu’un opérateur À (D) est hyperbolique par 
rapport au cône C si det À (D) jouit de cette propriété. 


ExEmPLe 1’. La formule (1.12) s'écrit pour le problème clas- 
sique (1.4)-(1.5) : 
t 
u (t) = | f()Z(t—rdr+ D wZM(), (113) 
0 0O<h<m—1 
Z (t) étant une solution de l'équation homogène P(+)z = ( 
telle que Z* (0) =0, 0OSk<m—2, 7-9 (0) =1, et les 
nombres v4, étant définis par les égalités (1.7). 
On trouve (1.13) en calculant le produit de convolution de la 


solution élémentaire &#(t) —60({)Z(t) de l'opérateur P (+) 
{voir $ 14.4, d)) par le second membre de (1.6): 
u—=fsE+ > V0 » 6 — 


0<h<m-i1 


— | f(r) E(t—7T) dr + > 8" (1) = 


0O<h<m-i 


LL. 1 


= |f(OZ(G-TDdr+0() D uZ(). 


O<h<m-1 


© 


Nous avons pris en considération les égalités (voir $ 14.4, d)) 
EM ()=[0(t)Z(4)"=06(4)Z"(t), k=0,1,...,m—1. 


2. Potentiel retardé. L'opérateur des ondes admet comme solu- 
tion élémentaire les fonctions (ou les distributions) définies par 
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les égalités (4.9), (4.13) et (4.15) du $ 14: 
1 


| etre 0770 (co) 8 (#1), n—=2v+1, v>1; 
1 1/2 
En(z) = 4 ere 0° "10 (0) 24] UE, n=%; (2.1) 
1 9 
U 7 0 (x) 0 (1°), n = 1. 


Les supports de £, et de £8., coïncident avec V+ et celui de 


Eavtn VZ1, avec dV*. Ces particularités structurales du support 
d'une solution élémentaire déterminent 


&1(Z) la propagation des ondes dans un espace 
de dimension impaire (723), un espace 
1/2 de dimension paire et sur une droite. 


: Les fig. 33-35 représentent les solutions 
| élémentaires 6, (x) en fonction de | x | 
pour x,>0 fixe. 


S 


To 1] 

LEMME. La solution élémentaire €, (x) 
est de classe C®([0, o)) par rapport 
à x, el sa restriction 6h, (x) est pour r,>>0 portée par S,.(n>3 impair) 


Fig. 33 


81%) 83(2) 
Î 
| 1 
| TEA 
f | 
——— | 
2 To | 
| 
1) To FA 0 U#,) IZI 
Fig. 34 Fig. 35 


ou par UÜ., (n pair ou n = 1) et vérifie pour x; —+ 0 les relations limites 


08,x d°Éyxn (x) io 
En (x) + 0, at + 6(x), ET +0 dans J'(R"). (2.2) 
DEMONSTRATION'. Soit r—2v+1>3 (impair). On démontre que 
1 v-1-aœ œ 
= n——————— — 1 X 
EG) re 2 (CO = 
2a sr _: | : 
x [at | (po ds], pEZ(R, (23) 
Isf(—=1 


pour zo > 0. 
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En effet, on a, par suite de (2.1) et de (4.11) du $ 14, 


(Eng Ÿ) = (En) POV (a) = rep (0718 (20) 8 (22), 
P (x) Pro) = 5 — (8 (70) 8 (x), 


22-17 r (v) 
D COTE, ) 00 (20) AT (= 
O<a<v-i 
nier À boit ils, 
DNS Ve g To 


X | AT op (x) dS, dxo = 


Ix|=x0 
1 S 4 v-1-@ œ 
Æ — X 
2*Var (v) a ) #4) 
x À 42e (20) 25%-1 | (AY7 1%) (zo5) ds do 
U Is =1 


quelles que soient ® € Z (R") et € 2 (x, > 0), d’où la formule 
(2-3) (voir notations et procédés développés au $ 3.4). Il résulte de 


(2.3) que 8, € C°® ([0, )) par rapport à xs, que supp 8,4, = S., 
et qu'on a pour x, tendant vers +0: 


(Enxor ®p) = Env (Zo) —+ 0, 
_Enxo — £:° a _— _4y-t-c (à 
( drg ? p)= ng (20) = 2“ VAT (v) > ( ) Pr | X 


O<a<v-1 


ES | (A*7 17%) (zos) ds | + 


[sl=1 


r (2 
| P (0) ds = are 40 (0) = 
= 


d-+i 
Ja+i 
dria+ 


(2v—1)! 
2EVAŸT (v) ; 


X 


27 (2v) x°+1/2 


= roro V0 =9(0)= (6, ®); 


PE, ” 
( TE : P) = 8% (ro) = 
= D (TS x 
2 x l'(v) TETE 
d°2+* 2 1 
rc M | (A°7 7%) (xos) ds | — 0. 


ls|=1 
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Dans la dernière relation nous avons utilisé certaines propriétés 
de la fonction 


| P (Zos) ds — Î P(—2%os) ds, 
Jel==1 [s[== 1 


à savoir elle est paire et admet des dérivées de tout ordre, donc sa 
dérivée première par rapport à x, vaut 0 au point 0. 

Ainsi, on a établi les relations limites (2.3) dans le cas den >3 
(impair). Le cas n —2v (pair) se traite de façon analogue, mais la 
méthode de descente par rapport à z:,+, s'avère plus simple (voir 
$ 14.4, f)). Lorsque n — 1, la démonstration est triviale. 


EXEMPLE. 
NL 1 4 
É2v+1 xo DE OY "Tôs., (x), zo > 0, (2.4) 
ôs, (x) étant une simple couche portée par la sphère | x | = z 


(voir 8& 1.7). 

Soit FE Z° (Ri x X R"}} Le produit de convolution VW, — 
— F +6, E€%'(R!: x R') (voir $ 4.5) s'appelle potentiel retardé 
de densité F. Le potentiel retardé V, dépend continüment de F au 
sens de la convergence dans Z’ (Ri x R') et vérifie l'équation 
des ondes OV, = F (voir $ 14.1). 

Les propriétés ci-dessous de Y, dépendent essentiellement de 
celles de la densité F. 

Si F=fELie(Ri X R'), Le potentiel V, est défini par les 


formules 
ave (2) = 5 — 0"! ms EE À dé, vZ1, 
2“VAn°T (v) vue Ix—#] 
X9 1 (8) dé déo 
1 , . 
Vs (= 0-1! VE E)® (2.5) 


DV LV 
2 RO) 0 Ix-tl<x0- 80 


xo X1+X0 — 50 


= ( | fOddæ. 


0 xs-xo+$o 
Soit r = 2v+1>3. Utilisons la représentation (5.1) ($ 4 
du produit de convolution ae En, il vient, à partir de (2.1) et (4.11) 
du $:14, pour toute @ € Z (R7*!): 
(Van p) = (f + Ên; p) = Cy (fs O*-10 (Zo) 1) (x°), p) cn 
=Cy(DY-1(fs0 (2) 8(z2)), p)=cv(f# 0 (x) Ô (22), DY-{p) = 
= Cv (f (8) X 8 (vo) 8 (y?), n (5) m (y) 07‘ E+y)) = 
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= cv ( O(yo) 8 (42), ne (y) | FE) DV- ‘PE +u) &ë) = 
=C, (0 (Yo) 8 (y?), ni (y) | f(z—y) 07‘ (x) dx) — 
= [[ f@o-Ir, note @a] = 


Es = + 
=+ | QOY-1 (x) | Î (Zo RS 5) dé dx, 
d'où la première formule (2.5); ici c,2**-x"T (v) = 1. La procédure est 
plus simple (et sensiblement la même) pour les autres formules (2.5). 


REMARQUE. La formule (2.5) entraîne 
pour n—=2v+1>3 qu'à l'instant 
t = 29 > 0 le potentiel V,,,+:1 (a) en x est 
complètement défini par les valeurs prises 
par la source f (£) sur la surface latérale 
du cône 


D'(z) = (6: bo — 70 < — IX —E |, 
80 > 0] (fig. 36) 


(i.e. les valeurs de f (ro — | x — Ë |, ë) 


dans la boule U (x; ro)) aux instants 
antérieurs : Ëo = zo — [IX —E]|,le np 
de retard | x — Ë| étant une période 
durant laquelle la perturbation se pro- 
page de ë en x. Il résulte par ailleurs 
de (2.5), n —= 2v, que la valeur de 
V.v(z) est bien définie par les valeurs de f(£) sur le cône l(r) même. 

Admettons que la source f est concentrée sur un ensemble fermé T € R'*1. 


Les résultats obtenus permettent de dire que la perturbation produite par 7 at- 


Fig. 36 


Fig 37 Fig. 38 


teint pour r > 3 (impair) l’ensemble M (T7), réunion des frontières des cônes 
de lumière futurs V+-+ E, quand les sommets E balaient_ T (fig. 37); avec 
n pair, la perturbation gagne la réunion des cônes fermés V* +"E, 5 € T, mêmes 
(fig. 38). L'ensemble M (7) ainsi obtenu constitue le domaine d'influence 
de 7. Il est clair qu’il y a repos en dehors de M (T\. 
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3. Potentiels retardés superficiels. Etant données les densités 
F =u,(x) X 6 (x) ou F = u, (x) X 6’ (xs), avec u, et u, deux 
distributions arbitraires de Z° (R'), les potentiels retardés 


vo — UT (x) X Ô(xo)] } Ên; V = [Uo (x) X ô (2o)] # En 


sont par définition les potentiels retardés superficiels (de simple et de 
double couche de densité u, et u, respectivement). V® est la dérivée 
par rapport à x, de V®’, dont la densité est la même: 


VÉ (2)= 3 fluo (x) X 6 (xo)] + 8}. (3.1) 


Les potentiels retardés superficiels V® et V® sont de classe 
€C® ([0, o)) par rapport à x, et 


h RE 
‘ a Ve (x)= ue Te, (3.2) 
UE TA 
an18,.. 
9zk +1 


va) (x) = us 


< : (3.3) 


pour z1>0 et k=0, 1, ... 
D'après le Lemme du $ 15.2, on a en effet (quelles que soient 
«p € D (R') et ÿ € Z (x0 > 0)) (voir également $ 3.4): 


( dhy (0) 


me v)=(— 1 ve, = 


= (— 1)° (v®, py"?) = (— 1) ([u1 X Ôlr En, oy"*) _ 
(ET 2 AE) X Us (£) X Ô (Ëo); n (x) ni (E) p (x +5)  (zo+ bo)) _ 


(200 ô Le (z) n (x) Ÿ (xo) (u, (£), p(x+#))) = 


Fr | pe) n (x) (us (Ë), p(x+8))) Ÿ (20) dTo = 


0xà 
ane, 
= | (u ad 87* ’ v) Ÿ (x) dZo: 
si bien que 
dRv{) he... 
= o) = ( + Uy, o) | (3.4) 
0 


On en déduit V#® E C® ([0, c)), donc V?/E C® ([0, co)) par 
rapport à x, (théorème sur la continuité de la convolution ($ 4.3) et 
lemme indiqué). La formule (3.2) découle de (3.4) parce qu’on a, en 
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vertu de (4.1) et (4.3) du $ 3, 


dave (xo) hs dh (V:® q)= ( aRvRe, 
drÀ drè js 0xù ° 


Les résultats concernant V‘° s'étendent de suite à V{? à la dif- 
férence qu’on emploie la formule (3.1). 
_ Les potentiels V® et V® vérifient pour x, —+ +0 les relations limi- 
les suivantes : 


(0) OVnxs (x) r Ra 
Vaux, (x) — 0, ne + di (x) dans Ÿ (R }, 
. (8.5) 
Va, (x) + wo (x), = ,0 dans Z'(R”). 
0 


Cela résulte de (2.2), (3.2), (3.3) et de la continuité de la convolu- 
tion (voir $ 4.3). 
Si u1 € LÉlo, alors on a pour zo >Ù 


0) >, 1 M V-1 1 
Via (Deere D r. us (E) dy, v >1, 
(0) _ 1 v—1 u1 (5) dé 3.6 
v (x) 22V- ar (v) Ü Li Vzi—]x—Ef 9 ( ) 
i Xi FX 
V{? (x) = TT | Us (Ë1) dEs. 
Xi — Xe 


Plaçons-nous dans le cas n — 2v + 1 > 3 et utilisons les égalités 
(3.2), k = 0, et (2.4): 


L su (x) — 2 (x) — Us Ênx, = 
1 A 
papes pe u,+ [OV-i — Ôs, = 


—_ he v-1 © 
_ 2x Tr (v) | To (us « s). (3:7) 
On montre que 
msôs= | 2:(E)48 (3.8) 
Ix-El=xe 


(Quel que soit x, > 0, l'intégrale de (3.8) existe pour presque tout 
x ER” (théorème de Fubini).) 


15—0824 


210 CERTAINES APPLICATIONS EN PHYSIQUE MATHÉMATIQUE [CH. Il 


En effet, on trouve, moyennant (3.3) du $ 4, pour toute € 
€ Z (R°): 


ue 6, p)= (1 (E) X Go, (y), 1 (9) PE +9) = 
= | | Us (6) p (6 + y) dédS, — | | U1(X— y) p (x) dxdS, = 


1Y1=X0 IYI=Xe 
| p(x) | u(x—y)dS,dx= | p (x) | u (ë) dSy dx, 
1YI=Xe Ix—E=x 
d'où l'égalité (3.8.). 
Les égalités (3.8), (3.7) entraînent (3.6) avec r = 2v + 1 > 3. 
On agit de même (voire plus simplement) pour les n restants. 


4. Problème de Cauchy relatif à l’équation des ondes. On dit 
conformément à la théorie générale (voir $ 15.1) que le problème de 
Cauchy généralisé pour l'équation des ondes 


Qu=F(x, FEdD'(R;xR), (4.1) 
admet une solution unique dans Z'(R! x R") représentée par le 
potentiel retardé 

u=V,=F*6, 
de densité F. En particulier, si 
F (x) = ui (x) X À (0) + uo (x) X 6 (to), 


la solution correspondante x est de classe C'® ([0, )) par rapport 
à x, ; elle se définit pour x, > 0 comme la somme de deux potentiels 
retardés superficiels 


u(z)=u,.(X)=us En +o (Uo ® Enx,) (4.2) 

et remplit, par suite de (3.5), pour zx, —> +0 Îles conditions initiales 
Ou. (x) , 

Ux, (X)— Uo (x), TER —u(x) dans Z’(R"). (4.3) 


Quand le problème de Cauchy généralisé admet une solution 
classique ? 

Tasoreme. SifECP" (R: x R'), u, € CP'TI(R') et u, E CP" (R?), 
OÙ Pn = 2 + | n>2 etlp, = 1, alors il existe une solution du 


problème de Cauchy classique (1.8)-(1.9) qui est représentée par la 
somme de trois potentiels retardés (formule de Kirchhoff-Poisson- 
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d'A lembert) : 
_ 1 sui f(zo—1x—E|. à) 
ba 2 NP EAU) ù LA. ml cu 
++L [Ouest EL [| man], n=2v+123; 
[x—E=xe IX-E=xe 
(4.4) 
0 JE) dE dE 
PO ® nent VE : 
41 (@) Œ __, à ___Uo (6) & 0: 
+ 1 Vri—|x—Ef + Ôt, ns V zi—|x—Ef 1 n 2v; 
Xo Xi Xo— be X1+Xo 
u(r=r( | fOddt+sr | wuE)æ+ 
0 x; -Xo+6o XXe 
Fe Uo Gr So)F 20 Fr — 2e) : n= 1. 


DEMONSTRATION. Le théorème se trouve démontré si l’on établit, 
(4.3) aidant, que tous les potentiels retardés sont de classe 


C®(R! x R'). Cherchons ce résultat pour r = 2v + 1 > 3. Ona 
“f(zo—1x—8Ë|, ë) ee 
mt À 
n= d 2 D n 
20 | fro(—IyD, +27) $ EC (F4 x R°) 
IyI< 1 


Ix—El<xe 


avec la substitution E—x<+zxoy, dé = zx! dy; 
= | u4 (5) dSy = 277? | u4 (x + zos) ds EC (R7*!) 
Ix-èil=xe ls=1 


avec Ja substitution E—x+2z0s, dS;=x?"! ds; 
d À (e) 9 9 ee 
de uo (5) dSy = Dre 0 | Uo (x + %os) ds EC” (R”*1), 


Ix-El=x lsi=1 


d'où les propriétés de régularité voulues des potentiels retardés pour 
le cas nr — 2v + 1 > 3. Les autres cas se traitent de façon ana- 


logue. 


9. Position du problème de Cauchy généralisé pour l’équation de 
la chaleur. On utilise une méthode analogue à celle des $ 15.1-15.4 
pour l'équation des ondes. 


14* 
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Considérons le problème de Cauchy 
ou 
7 =Au+f(z t), ul=o=uo(x), (5.1) 


où fEC(R: X R'), uw EC (R'). Prolongeons la fonction f et la 
solution classique u (x, f), qui existe, par O0 à {<< 0 (commeau 
$ 15.1). On vérifie que les prolongements u et f satisfont dans R"*! 
à l’équation 


D AU F(x, 1)+uo(x) X 8(#). (5.2) 


Ce fait permet la généralisation suivante du problème de Cauchy 


pour l'équation de la chaleur. Soit F € Z’ (R4 X MR"). On dira que 
le problème de Cauchy généralisé pour l'équation de la chaleur de sour- 
ce F consiste à chercher dans R"*! une solution généralisée u € 


€ Z'(R4: x R°) de l'équation 
H=Aut+F(z, t). (5.3) 


6. Potentiel thermique. Etudions la solution élémentaire 6 (x, t) 
de l'opérateur de la chaleur. On a montré ($ 14.4, e)) que 


__00) 
& (zx, t)= MPNCIE . 


Cette fonction est non négative, indéfiniment dérivable pour 
(x, t) 50, localement intégrable dans R'*! et elle s'’annule. quand 
t<0. De plus 


| 8x, t)dr=1, t>0, (6.1) 


par suite de 


1 1 -]ul? 
| 8(x, Dar=—r |e dr= 7 | e-luru= 1. 
La fig. 39 montre la courbe représentative de 6 (x, £) pour divers 
bebe). 
Soit FESZ"(R: X R'). Le produit de convolution V — 
— F * € est dit potentiel thermique de densité F. Si V existe dans 
Z”, il s’annule pour t << 0 en vertu de 


supp VC supp F + supp £c (zx, t)}:1> 0] 


(voir $ 4.2, g)), si bien que V € Z”° (R:, X R'), et vérifie l’équa- 
tion de la chaleur (5.3). 
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Etablissons les classes de F pour lesquelles le potentiel thermique 
existe nécessairement. 

Notons o# la classe des fonctions {f (x, {)}} mesurables dans 
R'+1 qui s’annulent pour { << 0 et sont évaluées dans chaque bande 
OSIST, zx ER", par 


[f(x D1< Cre(fetl (6.2) 
quel que soit e >> 0. Désignons de même par of, la classe des fonc- 
tions {f (x)} mesurables dans R* qui vérifient pour tout 8 > 0 


l'estimation 
| (HIS Cell, zeR?. (6.3) 


On estime dans (6.2) que Cr. est non décroissante en T. 


6 


Fig. 39 


Si f E 4, le potentiel thermique V existe dans «4, admet la repré- 
sentation intégrale 


{ x—Es 
= JE, 7) EC T d 6.4 
V(z, t)= | ne dEdr (6.4) 
et vérifie l'estimation 
Ve, D er, 0 <t< À (6.5) 
. 7 d—8te)"2 : 8e ? 
e >> 0 quelconque, et la condition iniliale 
IxI<R 

V(z,t) = 0, t—+ +0, (6.6) 


R > 0 quelconque. | 

Du fait que 6 et f sont localement sommables dans R'*+}, leur 
produit de convolution V = f * 6 s'exprime en effet par la formu- 
le (6.4) et constitue une fonction localement sommable dans R"*! 
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toutes les fois qu'il en est également de 


t 
h(z, = À (IF DIS(z-—E, 1-0 dr 
0 


(voir $ 4.1). Démontrons l'inégalité (6.5) pour À. D’après le théo- 
rème de Fubini, cette estimation découle de (6.2): 


t 
AT - RE 
h(z, t) < Ci, à | e 4(t-T TENTE 


t Le 
——+elv-x dy ds 
= Ce] Le are < 
0 


t 1 
Se —lu(——2e) dy ds 
< Cre*tixl | | e (= AE UES 


(4) 


où nous avons utilisé |[y—z*<2|yl+2|zxzl. Effectuons 
la substitution 


u — y1/ 22, du — (2e) dy 
dans la deuxième intégrale et poursuivons, il vient 


e7“* du 


h(z, 1) < Cr.ee” | ie TRE ro . 
genes 06 


c.q.f.d. Comme | V | < k, le potentiel V s’évalue également par 
(6.5). V = hk = 0 pour t < 0, de sorte que V E#. Il résulte de 
(6.5) que V remplit la condition initiale (6.6). 
Soit F(x, t) = u, (x) X ô (t), où u, E D’ (R"). Le potentiel 
thermique 
VO = [u, (x) X 6 (t)le 6 


s'appelle potentiel thermique superficiel (de simple couche de den- 
sité Uo)- 

Si us Emo, le potentiel thermique superficiel V® existe dans 
off NC” (RL X R'), admet la représentation intégrale 


Ix—£t 


SO (uo(e dE (6.7) 


VO (x, 1) = ——— 
(, à) (4ne/* 
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et satisfait à l'estimation 


IV (x, D1< sr entr, O<I<—, (6.8) 


quel que soit e > 0. Si de plusu, EC, alors VO EC (R} X R')ef 
remplit la condition initiale 


vo li=+0 = Uo (x). (6.9) 
Conséquence. L'égalité (6.9) implique 
(zx, 1) +6 (x), t —+ +0. (6.10) 


On démontre (6.7) et (6.8) comme pour le potentiel V et on recourt 
à l'estimation (6.3). Il découle de la représentation (6.7) que 
VO EH et VUEC>= quand {> 0 et xER* (on a le dernier 
résultat par suite de (6.3)). 

Il nous reste à démontrer la continuité pour 40, z ER" de 
V( et la validité de la condition initiale (6.9) quand u, € # , NC. 
Soit (x,  —+ (20, 0), t > 0, n > 0 étant quelconque. La continuité 
de u, (x) entraîne l'existence de 8 >> 0 tel que 


| Uo (8) — Uo (to) 1 nn pour JE — ro | << 28. 
Si |xz — x, | << Ô (auquel cas | z — y — x, | << 28 pour | y | < 6), 
on a donc, en vertu de (6.1) et (6.3), pour e = 1: 


V9 (2, 1) —u0(r0)| & À Iu0(E)—uo (ro) 8 (2—8, 9 = 


u | [uo(z— y) —u0o(xo) | 6 (y, t) dy +- 
lui <6 


+ Iu(z—y)—uo(r) 18 ( dy <n | 8%, Ddy+ 
lu1>0 


+luo(ro)l | 864, Day+c | &(y, Der-way < 


[ui>6 ly|>6 


_ Ju 21x[? EN LE 
< n+—te Go) | e HE dy+C;——— | e ie (5 ) ay < 
| ô 


(ant)"/2 te (are)"/? 
L to (%o) | -{ujs Ce jus 
<n+ nr | e du + PTTRMENUE Î _: du. 
MZ ur VI: 


(6.11) 
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Le deuxième et le troisième terme peuvent être rendus << n pour 
tous les t > 0, { < 6, suffisamment faibles. Ainsi, 

[V (x, t)—uo (tr) 1 <3n Ir—-mI<6, 0<t< 8, 
i.e. le résultat cherché. 


7. Solution du problème de Cauchy pour l’équation de la chaleur. 


TH£oRÈME. Si (x, t) = f(x, t) +u (x) X ô (f), avec fE A 
et us E# o, le problème de Cauchy généralisé (5.3) admet une solu- 
tion unique dans la classe «N qui se met sous forme de somme de deux 
potentiels thermiques (formule de Poisson) : 


us, DV ( + VO (x, = 
Le=Ep Je=er 
= [En FE 7), 4) dE dr + — _9() [uEe RE dE. (7. 1) 


[an (t— y d (Ant)"/- 


On suppose de plus que fEC*\ 
|[æal<2, ww E#ofNC. Alors la formule (7. 
classique du problème de Cauchy (5.1). 


RL X R'), DEA, 
1) donne la solution 


DEMONSTRATION. Les résultats obtenus et la théorie générale 
($ 4.8, c)) nous autorisent à dire que l'équation 


= Au +f(z, D +u(z) X 6 (1), (xt) E R°*, 


a une solution unique dans la classe «# qui est représentée par la 
somme de deux potentiels thermiques: 
u=f+u Xô)*E =f+ 8 +(u X 8) * 8 = V + VO. 


Cette formule jointe à (6.4) et à (6.7) fournit (7.1). 
Faisons dans (6.4) la substitution 


E=r—92Vsy, tT=t—s 
et mettons le potentiel V sous la forme 


VE = ri | fa—2V5y, t—s)e-W'dyds. (7.2) 


Soit fEC?(R:, x R') et DE#, |a | & 2. Les théorèmes 
de continuité et de dérivabilité des intégrales dépendant - d'un para- 
mètre nous permettent de déduire de (7.2) et de 


t si 
aV(z,t) _ 1 df{r—2V Sy t—s) _jn 


+ (22 VEy, +0)e-hr ay 
TT 
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; 4 y : 
que toutes les fonctions D°V, |a|<2, sauf _… sont conti- 


nues pour {=>0, x ER", et que Le a cette propriété quand 


1>0,zxER*. Donc V ECI(R. X R")NC2(R! x R'). 

Si U EckofC, les résultats démontrés entraînent enfin € 
EC(RL x R7) N CARE xX R'). 

Ainsi, la solution généralisée u (x, {) définie par (7.1) appartient 
à la classe C(R: x R°) NC? (RL X R”") et constitue donc pour 
t > 0 la solution classique de l’équation de la chaleur (5.1). Comme 
elle remplit, en vertu de (6.6), (6.9), la condition initiale (5.1), la 
formule (7.1) résout le problème de Cauchy classique, ce qui démontre 
le théorème. 

REMARQUE. Le problème de Cauchy relatif à l'équation de la chaleur a 


une solution unique dans une classe plus vaste, à savoir dans la classe des 
fonctions qui vérifient dans chaque bande 0 St < T, x E R?, l'estimation 


lu(r, D1<Crerixi 
Ce résultat est dû à Tychonoff [1]. 


$ 16. Matrices-fonctions réelles positives dans T€ 


Soit À (x) — (4x; (x)) une matrice d'éléments A;, € Z' (R°)- 
Nous dirons que les matrices A* (x) — AT (—x) et A* (x) = AT (x) 
sont respectivement +-hermitienne conjuguée et +-hermitienne conju- 
guée de À et que À a 


ReA=2(4+4*), ImA=-(4- 4) 


pour partie réelle et imaginaire (cf. $ 1.3). 

Si 4 = A* ou À = A*, alors À est dit +-hermitienne (cf. $ 8.1) 
ou +-hermitienne. Comme les deux notions d’hermiticité coïncident 
pour les matrices constantes, celles-ci sont appelées hermiliennes ou 
hermitiennes conjuguées tout court. 

Si À (x) est à croissance lente, on a évidemment 


Fla*]=FIAI, FIA4*]= F1[a4}. 


Une matrice-fonction À (z) holomorphe dans un domaine tubu- 
laire T° est dite réelle positive dans T° si elle vérifie les conditions: 
a) Re A (2) > 0, z€ T°, b) À (iy) est réelle quel que soit y EC 
(auquel cas À (z) = À (—2),2€ T°, selon le principe de la symétrie 
de Schwarz). On se propose de donner une description de ces matri- 
ces si C est un cône pointé. . 
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1. 4 lemmes. 


LEMME 4. Si v (E) est une fonction continue, bornée dans Ri X 
X R'-, n > 2, et vérifie l'équation homogène 
(-Di)...(1—Dri)v(E)=0, ER x Rr?, (1.1) 
‘elle admet la représentation 
v (= e-hv (0, Es, D +e-hu (Es, 0, É)—e-h-ty(0, 0, E), (1.2) 
avec (Ë)=(Es, ..., En). 
DEMONSTRATION. Prolongeons v par O0 à tout R” et construisons 
sa régularisée par rapport à (E,, E.) (voir $ 1.2): 
ve (E) = Ju, & À) we (6 — E, Be — E) dE dt, 8 < ev/2. 
Posons 
Xe (E)= (4 — D) .… (1 — DE) ue (E). (1.3) 


La distribution x. appartient à la classe C®(R°) par rapport 
aux variables (£,, E.) (voir $ 3.4), elle est (faiblement) bornée dans 
#' (R7-?) (voir $ 5.2), ainsi que toutes ses dérivées par rapport 
à (1, &), et vérifie dans le domaine E, > &, E. > &, par suite 
de (1.1) l'équation 


(1 — D$) (1 — D5) Ye (E) = 0. 
x est donc représentée dans ce domaine par 
Le (E)— etes (80, &e, E)+e bte (ti, Eo, E)— 
—07bi-Ert2eey, (&o, Eos Ë). (1.4) 


Passons dans le second membre de (1.3) à la limite pour g —+ +0. 


La fonction v étant continue dans R£ X R"-?, cette limite existe 
dans #’ (R7-?) pour tout (E,, £.) € R4 fixe et vaut 


x (E) = (1—D5) ... (1— D5) v (®) (1.5) 


{voir $ 1.2). Il en résulte que x EC (R2) par rapport à (E,, E.) 
{voir $ 3.4). En passant dans (1.4) à la limite pour e — +0, puis 
pour &, —+ +0, on obtient donc 


X(E)=e-ux (0, E, É)+e-by (Es, 0, É)—e-h-Hy(0, O , Ë), 
d'où, par suite de (1.5), 
(1— Di)... (1 -Di)lu(E)—e-hu(0, &, E)— 
—e-tv(E, 0, Ë)-He-hu-tu(0, 0, É)]=0. (1.6) 


$ 16] MATRICES-FONCTIONS RÉELLES POSITIVES DANS TC 219 


Cette équation admet pour chaque (E,, £.) € R fixe une solution 
unique dans la classe Ÿ” (R°*) parce que la transformée de Fourier 
{+ x)...(1 + zx) de la distribution (1 — D:)...(1—D?) 6 (E) 
ne s’annule pas dans R"-*. Aussi (1.6) entraîne la représentation 
(1.2), ce qui prouve le lemme. 


LEMME 2. Soit veCN£®, supp v<æRi. Alors l'équation 
Di... Diu(t)=(1- Di)... (1—D5)v(E) (1.7) 
admet une solution unique dans la classe des fonctions continues dans 
R" à support dans R? qui s'évaluent par 
ju Œ< C++)... (+ En). (1.8) 
DEMONSTRATION. La solution de (1.7) est unique même dans l'al- 
gèbre Z' (R?) et s'écrit comme (voir $ 4.8, d)) 
u— &n»(1—Di)...(1—D;)v, (1.9) 


où €, (E) — 0, (E)E...E, est solution élémentaire € Z’ (R') 
de l'opérateur D?... D (6, est définie au $ 0.2). Mettons le second 
membre sous la forme 


u (E) = {10 (E1) E1 — Ô (El X ... X [8 (En) En — Ô (En)]} + v = 
= (—1)"v (f) + 2. (— 1)" x 


it ih 


Sin 
| DC... 6 ..) (En — 8) 
0 
EE) dE, dé. 


Chaque terme de la dernière somme est une fonction continue véri- 
fiant (1.8). Ce fait achève la démonstration du lemme. 


LEMME 3. Soit u (E) une fonction continue à croissance lente dans 
R". À lors la solution de l'équation 


(4— Di) ...(1—D°)v(t)— D}... Du (E) (1.10) 


existe et est unique dans la classe des fonctions continues à croissance lente. 


DEMONSTRATION. Il y a unicité même dans la classe #”’. Démon- 
trons l'existence. La fonction 


8 E)=5 exp(—|Eil—...—|&n |) 
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est solution élémentaire de l'opérateur (1 — D)... (1 — D). 


Comme u (E) est à croissance lente (voir $ 5.3), il existe le produit. 
de convolution € # u (voir $ 4.1). La solution v de l'équation (1.10) 
s'exprime donc par le produit de convolution 


v=8+D?... D'u= D?... D'£su= 
={[-5Œ)+rest]x... x[ 66) ++ e tn ]heu = 


=(—{}uE+ ÏŸ IT | H(sies Een: 


1<R£En R* 
h<. .. IR 
LUE 32 ...)exp(—Ï6,—$&,1—...—16,—6, 0) d6, Ar dé 


I] ne nous reste qu'à observer que chaque terme de la dernière som- 
me est une fonction continue à croissance lente. Le lemme est dé- 
montré. 


Soit fE C7. On a l'égalité 
e-(W EN DT ... Dif(E)= Ti... Thle- 8") f(E)], (1.14) 
avec È—wE*—(]E], ...,|£,]) et | 
2 (4) . 
T;= D; + yi + 2y; En sgnËé;—2y;0(E,), 1<j<r. 
Puisque le second membre de (1.11) a un sens dans Z” même quand 


f EC, on l’accepte pour définition de la distribution à gauche. 
Il est immédiat de vérifier que si fEC et supp fc R:, alors 
e-(w, HDŸ ... DÈf(E)—e-WE*Di ... D?f (à). (1.12) 
LemMmME 4. Soit f(È) — F-![ol une fonction continue de type 
positif dans R". Quel que soit y € R$, la distribution 
e-W. 59 (1—D5) ... (1—D;) f(E) 
est de type positif et on a 
F[e-(v.5# (1— D?) ... (1—D;)f]— 


— Y1::: Un (+zi*) ... ({-+zn$) o (dr') , 
_ _ _m Î (aim) + vi) Kenza) + gi] ° 5-28) 


DeMonsTRATION. Selon le théorème de Bochner (voir $ 8.2), o = 
— F {f] est une mesure non Mure bornée sur R’ et 


f (0) = Br | s(&). (1.14) 
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Prouvons (1.13) pour n—1. On a à’ partir de (1.11) pour tout 
y > 0: 


nee eve 2 Lol Ce) es en 
= F[(1—D2-—y—0y sen E + 2y6 (E)) (e-vif (E)) ] = 
= (1422 — y?) F Le-viêlf (E)] + Dr [sgn Ee-vièlf (E)]+ 2yf (0). (1.15) 


Prenons en considération les égalités 


F [e-vi] (x) = 2 e”vË cos x = ; 
F'[sgn £e-vii] (x) = 2i e- V6 sin z£ dE — A7 . 
il vient 
FO e-)= Fifa Fle-me LE, 
F{f@sgnte-vi]= EE FlfleFlsgnee-vi]= + [ EEE 


Portons dans (1.15) et utilisons (1.14), on dbtient (1.13) pour n = 1. 
Le cas nr > 1 se traite de façon analogue à condition de ne pas oublier 
que chaque opérateur T} agit sur une 
variable E, déterminée et de transformer 
par Fourier par rapport à une partie des 
variables (voir $$ 6.2 et 6.3). 

Le second membre de (1.13) étant pour 
tout yE R? une fonction non négative 
à croissance lente en zx, la distribution 
e-t.8 (1— D?) . . . (1— D) f (E) D 0 
(théorème de Bochner-Schwartz, $ 8.2). 

La démonstration s'achève là-dessus. 


2. Fonctions holomorphes à partie 
imaginaire non négative dans le demi-plan 
supérieur. Supposons que f (2) est holomorphe et Im f (z) = v (x, y) > 
>0 dans le demi-plan supérieur y => 0. La fonction v est harmoni- 
que dans y > 0 (voir $& 14.6) et f (z) est majorée par 


|f()I<M ILE, y>0 (2.1) 
(voir $ 13.3). 
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Soit Ô >0 et R > 1. Désignons par CE et —C2 les demi-cir- 
conférences de rayon À (fig. 40). Le théorème des résidus fournit 
R 
fG+iô) _ 1 J (+ 16) di f (ë+ 16) 
TH 2 7 | +| ) (+5) (5 —2) ue 2i(2—i) ? y>0. (22) 
a R 
On a de même pour ES 


rieur y << 0: 


méromorphe dans le demi-plan infé- 


0 = — 


+ A+E)G—D  ZG+i 


R TT + . 7 e 

Fa [ | fQ+ 16) dé f(i+iô) , y>0. (2.3) 
Ë 04 

Faisons R—>-+o dans (2.2) et (2.3) et utilisons l'estimation (2.1) 
selon laquelle 


| [ses LH ŒHI6) dE _ ( LCReÏ® + 16) LRei9 dg 


(1+8°) (G—2) A (+ R°e*0) (Rei® — 2) = 
PL 4 
(+1 ReŸŸ + i5 [°) R dy 
<# | (R sin q+ 6) | 1-+ R°e*9| | ReiŸ— | 1 
MR(1+(R+6)°] dp 
TR DR— I: ) rer +0, R—+ oo. 
On déduit 
14 À  f(z'+i6) dr” Lu 
GRO ) messes ta EH, 
0=—1+* f 1x’ + i6) dr” JUS) (—). 


27i (1+z"?) (z° 2) 


En additionnant les résultats obtenus, on aboutit à la représenta- 
tion intégrale suivante 


(+ 2"*) (z°—2) 
+Ref(i+iô), y>0. (2.4) 
Séparons la partie imaginaire, il vient la représentation intégrale 
pour v(x, y +Ô): 


ee 4 | 
ve [oo + 
+yv(0, 1+6), y>0. (2.5) 


f(+i8= LE | EE +20 (0, 148) + 
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L’inégalité v>0 permet de déduire de (2.5): 


| C 1 ; 
<u(0,1+6), y>0. (2.6) 


Faisons y —+ +oo et utilisons le théorème de B. Levi, il vient l’esti- 
mation 


1f ë 2; 
+ | Er dr £v(0,1+6), 80. (2.7), 


La fonction 


x 
; Ô 
Os (x) = | rec 2 dx’ 

est non décroissante et uniformément bornée (en vertu de (2.7)) pour 
0 << 6 < 1. D’après le deuxième théorème de Helly, on extrait donc. 
de l’ensemble {04 (x), 0 << 6 << 1} une suite 04, (x), k = 1, 2, ..., 
qui converge vers une mesure non négative © telle qu'on ait, en 
vertu de (2.7), 


_ À (dr) v (0, 1). (2.8) 
Posons | 
u = (1-+ 2?) 0. (2.9) 
La mesure u>0 et s’évalue, en vertu de (2.8), par 
1 Ÿ pr 
+ | Er v (0, 1). (2.10). 


On a de plus pour toute p € Co (ie. p EC, p (oo) = 0, voir 8 0.5) 
la relation limite 


v(xr’, Ô z ; , z' , 
| EME gr + ( pR)o(@zr)= | AEbu(sr) (211) 
(premier théorème de Helly). On note que l’existence de la limite 
U(z, y) æu, y +0 dans $#” (voir $$ 12.2 et 13.3) et l’estima- 
tion (2.7) entraînent (2.11) quelle que soit la convergence Ô —> --0. 

Passons dans (2.4) et (2.5) à la limite pour ô —+ +0 et utilisons. 
la relation limite (2.11). 

On aboutit au théorème de Herglotz-Nevanlinna (voir Nevan- 
linna [1}). 
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TH£OREME. Pour qu'une fonction f (z) soit holomorphe dans le 
demi-plan supérieur et y ait sa partie imaginaire non négative, il faut 
et il suffit qu'elle admette la représentation 

12° C | | dx’) 
(== | es tab, y>0, (2.12) 
avec du une mesure non négative telle que 


1 u (dx') : 
a Î ire SA Su 


et b un nombre réel ; ceci étant, la représentation (2.12) est la seule pos- 
sible, a = Im L (i), b= Re Î () et est valeur au bord de Im f (x + iy) 
pour y—++0 


| impe phdr [SEM DEC, glo)=0. (244) 


ConsequENce. Pour que v (x, y) > 0 soit une fonction harmonique 
dans le demi-plan supérieur, il faut et + il suffit qu'elle admette la repré- 
sentation (unique) 


e dr” , 
ne ET rte, y>0, (245) 
la mesure u étant non négative et a > 0; de plus 
? | n dr’ 
a'=v(0, 1) —— | ee (2.16) 


et u est valeur au bord de v (x, y) pour y se 0 au sens de (2.14). 


3. Fonctions pluriharmoniques non négatives dans T'+, Une 
fonction réelle v (x, y) de 2n variables (x, y) est dite pluriharmonique 
dans un domaine G si elle est la partie réelle (imaginaire) d’une fonc- 
tion holomorphe dans G. Il est connu (voir p.ex. Vladimirov (6 ; 
[1], $ 4) qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’une distri- 
bution réelle v (x, y) € Z” (G) soit pluriharmonique dans G est 
qu'elle vérifie dans G le système d'équations 


ch =0, 1<j, An, 2,=21;+iy,. 
CHE 


Ici 


+= (is) L=s (Hit) 
0: 2 \ 6x oy J° 9 2 \ôz ôy }° 
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Il est clair que toute v (x, y) pluriharmonique dans G est harmo- 
nique par rapport à chaque couple de variables (x,, y;), j = 1, ... 
.., A, donc harmonique dans G, 
PL 2 2 


p= 2 A 2 TA 
igien 03 iGien 959 05 


C'est pourquoi v € C® (G) (voir $& 14.6). 
n 
Lemme 4. On suppose que v(x, y)>0 de ®' (TR*) est harmoni- 
n 
que dans TR+ par rapport à chaque couple de variables (x;, y;), j = 
= 1,..., n. Alors on a pour tout y E R? l'estimation 


Es U (x, y) dr 
7 Ï (+7?) ... (1+7°) <v(0, 1+y) Se 


avec 1 = (1, ..., 1). 


DEMONSTRATION. On prouve (3.1) par récurrence. La formule est 
vraie pour nr = 1 (voir $ 16.2). Supposons-la juste pour nr — 1. Ona 


pour tout x, E R' et tout y € R° : 


4 U (ri. sy Tno Vie Yn) d d 
an Ï (+ zx?) ... (+72 _,) RER 


Su(0, ...,0,z2h, 1+ y, ..., 1+ yn-s, Un). 


Divisons par x1(1+z7°) et intégrons par rapport à z,, il vient 


+. [ 1 ; [ \ U(z, y) dr; ... drn-: | den & 


me dites Li, A+ (an) 
= | Dre 0er Pres 2 Eynedn) ge 
ñ 1+z, 


Evaluons la dernière intégrale par (3.1) pour 7 — 1 (du moment que 
U(0,...,0,zx,, 1 + y, ..., À + Yn-1, Yn) est non négative har- 
monique en (x,, y,) pour y, > 0) et appliquons à l'intégrale réitérée 
du premier membre le théorème de Fubini. On obtient (3.1), ce qui 
démontre le lemme. 


LEMME 2. On suppose que v (x, y) >0 de 4° (TR+) est harmonique 


dans TR+ par rapport à tout couple de variables (x;, y;),j = 1,...,n. 
A lors on trouve une mesure u >> 0 dans R" telle que 
ENT 3.2 
7 Î (A+ x?) ... (1425) PA se 
15—0824 
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et qu'on ait, pour toute EC, p(oæo)=0, 
v(z. y)p(x) dr | ® (x) m (dx) 
. (+2?) .… (1472) (+!) .. (1472) ? 
y—0, yeRi. (3.3) 

L'affirmation se démontre comme dans le cas nr — 1 (voir $ 16.2) 
avec recours à (3.1) et aux théorèmes de Helly. 

ConseQuENcE. Dans les hypothèses du Lemme 2, 

U(z, y) —u, y —+0, yERS dans F’. (3.4) 

u(z, y)>0 est maintenant supposée pluriharmonique dans 
TR+ et u > O0 une mesure définie par (3.3). 

On construit pour p 2*—2 mesures p;...;,, 1<k<n—1, 1< 
Li < ... <j nr, de variables 2j... =(1;,...,zx;)CR* par 
la formule: 

( Pr; ...5,)h;...;, (dr; PA PRE dm P(z;. j,) (dx) 
(A+z;) Te. ) TEE (A+) ee Aa) 
quelle que soit EC, p (co) = 0. 

D'après le théorème de Fubini, cette définition et (3.2) entraînent 

que les mesures u,, ... ;, > 0 et vérifient 


(3.5) 


Hj...;, (47; .,,,,) 
| Se. (3.6) 
(142)... (+25) 
Posons 
A. Pi she 
Oo; ...;, = (A+3ÿ) (1+z$) ’ (3.7) 
jee Gi.) = CAS FT (0.5) (3.8) 
(O1...n—=0, U...n—=U YX1...n—=%). Etant donnés (3.6-3.8), les fonc- 
tions 6. FA sont continues "S 0 dans R*, donc bornées dans R#, 
On a les égalités 
ki 5...) =, <-., 65,10, ..., 0) (3.9) 
(ici X(E,, --., &,[0, ..., 0) M. X quand u — ne =#; —0). 


Utilisons (3. 5). (3. 6) et (3. 8), on a en effet : 
À —iG; x Po RE), (dx) 


1 
AUR 7 ë, [0, ... = Fe 


A us +5, x5,) (dz. 


a Re 
_ (nr Ï A+z;) (+35) = Ki (6.5). 
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Il faut maintenant démontrer l'égalité 
Fi[u;...5,1(6...,)=0, 6... €—RiURX, (3.10) 


et on commence par le cas de | même. Soit f (z) une fonction holo- 
n 
morphe dans TR pour laquelle Im f = v. Dans ce cas, f € H (R4) 


(voir $ 13.3), donc f (z) = L {gl avec g € SF’ (R4) (voir $ 12.2), et, 
partant, 


ft2)—$f(:) _ Le)—ZLie) 
21 = d 


2i 


v(x, y) = Im} (2) = (3.11) 


On obtient donc par passage à la limite dans (3.11) pour y +0, 
y ER? (voir $ 12.2): 


1 
n=ÎImf;=F{g-— 8", 

si bien que 

F{p= LCR 20, E6—RIURT (812) 

Admettons maintenant que 

ps...) = (+22)... (142$) Ft al, 
avec @& (E,, --. ;,) une fonction quelconque de Z (R*) ayant son 
support à l'extérieur de — R; | R°. Si l’on prend & pour fonc- 


tion des variables E,, ..., E,, son support est extérieur à —R" L 


U R. Récrivons (3.5) en termes de transformation de Fourier et 
utilisons l'égalité 


heu 


il vient par suite de (3.12): 


ho PV |\ (Flu: : —_ 
(F ‘us ...5b F[ HD) EF) ]) = (Fu; ...;,], @)— 
LE n"* (F1 [u], œ@ (&. | à) eo ihal” ss "sal, ” 0, 


égalité équivalente à (3.10). 
On déduit de (3.7), (3.10) et (3.8) l'équation différentielle 
pour %5,...i, : 
(A— Di)... (4— Di)... @...)=0, E...16—R+UR4. 
(3.13) 
15% 
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LEMME 3. Si v (x, y) >0 est pluriharmonique dans T** n>2, 
la fonction y (E) associée admet la représentation unique dans KR": 


LE ZX, 2, en Gun) 


ÉREn 1Si,<. <j, En 
Le re ne 0,...,0)+... 
pe MT nil (0, ...,0,E,)— 
—(n—1)e MT nl, (0), (3.14) 


D;...;, étant des fonctions bornées continues dans R* à support 
dans —RiUR:. 

L'affirmation se démontre par récurrence sur nr. La fonction 
X (E) = YX1...n (E), ainsi que les fonctions (voir (3.9)) 


Xi 8,10, ...,0)=%5...5, (65,...5,), 


est _ continue et bornée dans R* et vérifie (3.13) en dehors de 
—RiUR. Aussi le lemme est juste ‘pour nr — 2 (en vertu du 
Lemme 1 du $ 16.1) et 

Di2(E)= (6) —e-Rily (0, E) —e tély (61, 0) +e-il-aly (0). (3.15) 
Supposons le lemme vrai pour tous les k << n de sorte que les fonc- 
tions %;...5, sont représentées dans R* par les formules (3.14) 
correspondantes. Prouvons la représentation (3.14) dans le domaine 


Gi = [8 :E <0, &> 0, CR". 
Selon le Lemme 1 du $ 16.1, la fonction z (£) s'écrit dans ce domaine: 


L(E)=e-lily(0, E, E)He-léy (Er, O, E)—e-fil-lEdy (0, O, E). (3.16) 


Les fonctions # (0, &, €), x (E1, 0, €) et #(0, 0, Ë) satisfont par hypo- 
thèse de récurrence aux formules (3.14) correspondantes. Leur report 
dans (3.16) fournit la représentation (3.14) dans G;. On procède de 
même en ce qui concerne les autres domaines extérieurs à —R?|{ 
U R?. Ainsi, (3.14) est valable en dehors de cette réunion. Introdui- 
sons la fonction 


1 Hs [—...-18; 
Din) =XxE— À De Vinul Sal x 
<Rh<n=1 1<J,<: + SIREN 


ts 


X Di. (5) —e Rat Enly (Gu, 0, ..., 0) — 


” —e"l-: . "nuls (0, 0: E,)+(n—1) el: .… "nl (0) 
(3.47) 
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continue et bornée dans R" à support dans — R?{J R?. On s'assure 
de la justesse de (3.14) dans l’espace R" tout entier. L'unicité de 
cette représentation résulte des formules (3.15), (3.17) conformément 
auxquelles toutes les fonctions O; ..; s'expriment successivement 


par les traces 7 (2 Lu Es, [O, ..., 0), sk. Le lemme est dé- 
montré. 


THéoREME. Si la fonction v (x, y)>0 est pluriharmonique dans 
n 
T** et a pour valeur au bord une mesure pu, alors 


F-t[u]= Di ... Dôu (E), (3.18) 


avec u (£) une fonction +-hermitienne continue dans R" à support dans 
— R? 1) R? telle qu'on ait la condition de croissance (1.8). 
DEMONSTRATION. On déduit des égalités (3.7) et (3.8): 
F-[u]= F1 ((4 +22) …. (1422) 0] = 
—(1— D?) ... (1—D})x(®. (3.19) 
Soit n>2. On observe que 
(4—Di)e” il 926(E) 


et on utilise le Lemme 3, il vient à partir de (3.19) 


F-i[u]j= ZX 2-4 > 6(E,,,)X... X 6(E,) x 


2<R£n 1Sj,<...<j,£n 
x (1—Dÿ)... (1—D})D;...;,(E, ..., E,)+ 27716 (2) x 
ee X Ô(En) X (1— Di) (En, 0, ..., 0)+... HOMMAGE) x .… 
... X Ô (En) X (1—D3)%(0, ..., 0, En)—2"(n—1)x(0)8(E), (3.20) 
avec O;...;, [des fonctions bornées continues dans R* dont le 


support est contenu dans —R: |) R4. Chaque terme de la deuxième 
somme est représentable par 


2-Dÿ,, ... Di [8(,.)En. + 0(E)E 1x 
x (4— D)... (1—D5)10(E) ... 8(6,) D... (5, &,)1+ 
+(— 2" D), Df,10(—8,,)En,, 
...0(—E8,)8,1X (1—D5) ... (1—D5,)[8(—E;) 
… 0(—6,) D... (5, -.., 8), 


et donc par (3.18) (en vertu du [Lemme 2 du $ 16.1). Pour les 
termes restants on a les formules 
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27-16 (Er) X ... X O (En) X (1— D5) L (Es, O, ..…, 0) — 27 (0) 6 (E) = 
— 2-16 (E,) X ... x Ô (En) X (1 — DT) IL (Er, 0, ..., 0) —e ily (0), 
24 (0) Ê (E) = 2" x (0) Di ... Dh [8n (E)E1 -.- En, 


ce qui entraîne pour eux (par des considérations identiques) la repré- 
sentation (3.18). Le dernier résultat subsiste pour n — 1. Si u (E) 


n’est pas »-hermitienne (voir $ 8.1), on lui substitue > (u +ufjen 
vertu du caractère réel de u. La démonstration s'achève là-dessus. 


4. Fonctions holomorphes à partie imaginaire non négative 
dans 7‘. Soit f (z) une fonction holomorphe dans un domaine tubu- 
laire 7° et Im f > 0 dans ce T°. 

On admet, sans restreindre la généralité, la convexité du cône C. 
Aux termes du théorème de Bochner, f (z) est en effet holomorphe 
(et uniforme) dans l'enveloppe d'holomorphie T°"© du domaine T° 
et admet dans ces deux domaines des valeurs identiques (voir p. ex. 
Vladimirov (6; [1], $$ 17 et 20). Le cône C est supposé non confondu 
avec R', car f (z) est dans le cas contraire une fonction entière et la 
condition Im f (z) > 0 dans C" conduit (théorème de Liouville pour 
les fonctions harmoniques) à Im f (z) = const dans €" et donc 
f (z) = const dans €". On admet enfin Im f (z) > 0 dans T°. En 
effet, si Im f (2) = 0, zo € T°, alors le principe du maximum pour 
les fonctions Dr LE implique Imf(z) =0,:E€ T°, auquel 
cas f (2) = const, z € T°. 

La fonction f (z) vérifie l’estimation (voir $ 13.3): quel que soit 
Je cône C’ EC, il existe un nombre 4 (C') tel que 


fRI<M(C)HÈLÉ, vert’. (4.1) 


Iyl 

Donc fE H (C) (voir $ 12.1). 

Soit C un cône pointé ouvert (convexe) (voir $ 4.4). f (z) est dans 
ce cas la transformée de Laplace d’une distribution g (E) € #’ (C*) 
(voir $ 12.2), f (z) = L [gl. Soit f; (x) une valeur au bord de 
f(x + iy), y —+0, y EC. Alors g = F-l{[f,] et Im f; est une mesure 
tempérée non négative (voir $ 5.3). Introduisons la notation up — 
= Im j.. On a pour tout y EC 


Lte-U. Dy(E)—ev. Bet (E)]=Fi[Imf(r+iy)l. (42) 

Passons à la se: pour y—+0, yEC: 
Z(g— — 8) = F1 [ln f4] = Fu], (4.3) 
si bien que —ig . es O0 (théorème de Bochner-Schwartz, $ 8.2). 
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THÉOREME. 1. Pour que f (2) soit holomorphe dans T R+ à y ail sa 
partie imaginaire non négative, il faut et il suffit qu’elle soit la trans- 
formée de Laplace d'une distribution g (E) telle que 


a) —ig ()+is" (®) 20; (4.4) 
b) g(£)=2iDi ... DU (E)+i(a, D) 6 (E), (4.5) 


« 


avec a E R+ et U (Ë) une fonction continue dans R" à support dans 
R? qui remplit la condition de croissance (1.8). 

La représentation (4.5) n'a pas d'autre vecteur a et d'autre fonction 
U ayant les propriétés indiquées. 

On a de plus les égalités 


a; — lim AI, j—=1,...,n, tER} ; (4.6) 
tj+oo J 
à, 
f@) 6 Ï Lzi—2z5) +95). [tn —2,) + y; FAN) 
2ET*+, (4.7) 


la mesure u étant valeur au bord de Im f (z) pour y +0, y € R3. 


DEMONSTRATION. N ecessiTe. On suppose que f (z) est holomorphe 


et Im f (z) > 0 dans TR. Reprenons les raisonnements du début 
de ce numéro pour le cas € = R?5. On a automatiquement la con- 
dition a). 

Passons à la condition b). Portons (3.18) dans le second membre 
de (4.3), il vient pour g € #” (R5): 


_. Lg (&) — g* (E)]= DŸ ... Diu (E), (4.8) 


avec u = u* EC, suppu © — R |J R4, vérifiant la condition de 
croissance (1.8). La distribution 

go(E)= 2iDi .. DA (6, (E) u (E)] (4.9) 
satisfait à (4.8) dans R”. Quant à la solution générale de classe 
#' (R?) de l’équation homogène (4.8), g — g* = 0, elle a son sup- 
port au point O0 et admet donc la représentation (voir $ 2.6) 

ab (E)+ D i'aaD"6(E), 
I<IGI<EN 


a, étant des constantes réelles arbitraires. Cette représentation jointe 
à (4.9) donne 


g®=2iDt ..… DA{6,(E)[u (+528... E]}+ 
+ D iasD'ô(E). (410) 


1<lal<N 
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Introduisons la notation 
U(E)= 6, (6) [u(E+52 8 8]. 


La fonction U(E) remplit les conditions b), et l’égalité (4.10) 
se récrit 


g (E) = 2iDi ... DÉU (E)+ _à ET caD"6 (Ë). (4.11) 


lal< 
Ainsi, 
fG)= Llg=2i(—1)" 22.22 | U (Bee. 0 + 


RA 


+ D) aa%, 26T** (4.12) 


1<lal<N 
(voir & 9.2). Posons z=it, tER} : 
fuit) = it? 4 | UŒ)e-tOd+ 5 iastt, ER. (413) 
Ra 1<Ja|SN 
On démontre pour tout j—1, ...,n l'égalité 
lim ti... tn ( U (E)e”( D dE = 0. (4.14) 
He Ra 


Les propriétés de U (£) permettent en effet le passage à la limite 
sous le signe | (théorème de Lebesgue) : 


lim t1...tn |... | JU (E)je-t5 dE — 
ne 


= lim {. [le (=, ee) ler dx = 0. 


tj +0 
On tire de (4.13) compte tenu de la majoration (4.1): 
ES . ts | U(E)e-tt. D dE +i(a, t)+ 
R? 


+ D io t® 


2<lal<N 


<M(C)<TÉ, 1ec'ERt. 


d'où a, =0, 2<]|a«]|<N, par suite des relations limites (4.14). 
Séparons dans (4.13) la partie imaginaire et utilisons (4.14) pour 
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établir les égalités (4.6). On a 
in Im f (it) _ 
tj—+o 


a}, 11, ::.nh;, 
d’où a;=>0 de sorte que a € R?, ce qui prouve (4.5) en vertu de 
(4.11). 


SurrisANcE. Soit f (z) la transformée de Laplace d’une distribu- 
tion g (£) possédant les propriétés a) et b). Il découle de b) l’apparte- 


nance g € $#’ (R?), si bien que f (z) est holomorphe dans TR+ (voir 


n 
$ 12.2). Prouvons que Imf(z) > 0 dans TR. 

Soit f+ (x) une valeur au bord dans #” de f (z) pour y +0,yE€ 
€ R?, auquel cas Im f, est, par suite de a) et de (4.3), une mesure 
u > 0 tempérée (théorème de Bochner-Schwartz, $ 8.2). 

D'après le Lemme 3 du $ 16.1, il existe une fonction continue V 
à croissance lente (unique) telle que 


(1— D) ... (1— D) V(E)= Di ... DAU (E), 
d'où, par suite de (4.3), (4.5), 
(1— Di) ... (1—D;)1V (8) +V*(E)]= Di... DAlU(E)+U*(E]= 
(8 (&)—e*(E]=F [ul (4.15) 
En transformant par Fourier on trouve 


FIVE, | ET 0, (4.16 
+ (+ zi) ... (+) | (+ xt) ... (1+z;) À } 


si bien que V'(E)}+V*(E) continue est de type positif (théorème 
de Bochner, $ 8.2). Etant donné (1.12), on a 


e-(. BD? ... DU (E)—=e-w:5)Di ... DEU (E), 
d’où, compte tenu de (4.5), (4.15), 
2 Le” We Dg (E)— eu. Det (E)] = e-W DD... DAU (E)+ 
+ew. HD ... D?U* Œ)+Se-w. 5 (a, D) 6 (E—+ ew. 5) (a, D) Ô (E) = 


= e-W. D... DÉ[U(E) + U*(E)]+(a, y) Ô (E) = 
—e- vi) (1{— Di) ... (1—D?)(V (E)+V*(E)] + 
+ (a, y)Ô(E), yER+. (4.17) 


Nous avons utilisé les égalités (cf. $ 2.3, d)) 
etU DD 0 (E) = + DO (E)+yÔ(E), j—=1,...,n. 
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On retrouve (4.7) par recours au Lemme 4 du $ 16.1 et aux relations 
(4.2), (4.16), (4.17): 


Imf(2)=- Fle-W bg (à) — et. Det (E)] = 


> Uy ce Un u (dx°) ” ; T3, 
dé (2080 ee ln eg (© ds 
avec > par € RA, ce qui fait (a, y) > 0, y € R%, donc Im f (2) > 


> 0,:€ TR +. 
L'unicité de (4.5) découle de (4.6) et du Lemme 2 du $ 16.1, ce 
qui achève la démonstration. 


TæeoreMe 2. Pour que f (z) soit holomorphe dans T° et Im f (2) >0 


dans T°, C étant un cône pointé (convexe), il faut et il suffit que cette 
fonction soit la transformée de Laplace d'une distribution g (£) telle 
que 


a) —ig (£) + ig* (&) > 0; (4.18) 

b) quel que soit le cône polyédral C' = [y:(e, y) >0, ... 
-.., (en, y) >01CC, il existe une représentation (unique) de la 
forme 


g(E)=2i(es, D}... (en, D}Uc: (E)+i(ac-, D)8(E), (4.19) 


où ac: EC'* et Uc. G,: est une fonction continue à croissance lente dans 
R" à support dans C'* 


DEMONSTRATION. N £cEssiTé. f (z) est supposée holomorphe dans 
T° et Im f (z) > 0 dans ce domaine. La condition a) a été démontrée. 
Effectuons le biholomorphisme 


z 6 = Az = [(z, @), ..., (2, e)l 


de T° nu T“* qui transforme f (z) en f (A-'Ë), AOEION holomorphe 
dans T°* telle que Imf(4”-! 620 dans T**. On en conclut, 
moyennant le théorème précédent, à l’existence (et à l’unicité) d’un 
vecteur a, € R} et d’une fonction continue U, (E') à croissance lente 


de support dans R* tels que f (4 -!E) est la transformée de Laplace de 
la distribution 


ga (E) = 2iD? ... DU: (E')+i(a, D)ô(E). (4.20) 
Grâce à la formule (2.6) du $ 9.2, e) pour la transformation 
linéaire de l'argument = At’ et à 
) … 9 
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on déduit de (4.20) que dans T° f (z) est la transformée de Laplace 
de la distribution 


go’ (E)=2i(es, D}... (en, D}?Uc: (E)+i(ac, D)6(E), (4.22) 
avec 
1 - 
Uc: (ë) = rar V: (A TE), ac’ = A'ai. 
La transformation A7 change le cône R° en le cône C'*=[£:E— 
= > Ânek: Ar > 0]. En effet, 
1<kh:2n 
ATTC"=IE':E= (4 "8,= 2 M4 e)=A>0)=R. 
1<R£<n 
Aussi ac: EC'* et Uc: (£) est une fonction continue à croissance 
lente dont le support est dans C’*. Comme la valeur au bord f, (x) 
de la fonction f (x + iy) ne dépend pas de la manière dont y tend 
vers0,y EC,onaF {gl = f+ = F (gc-let donc g = ge, ce qui prou- 
ve la propriété b) par suite de (4.22). 


SUFFISANCE. Admettons que quel que soit le cône polyédral 
C' EC, la distribution g (£) est représentable par (4.19). Alors 
gE$#’ (C'*) pour tout C’E C et donc g E #’ (C*). Par conséquent, 
f (z) = L (gl est holomorphe dans T<. En passant dans (4.19) en 
les variables £’ — À"ITE et en utilisant la formule (4.21), on obtient 
(478) = L (gl, avec g, (£’) défini par (4.20), où 


U, (E')=|]det AJUc- (A'E'), a = A7 ac, 
et tel que 
— igi (87) + ief (8) = —ig (&) +ig* (E)]] det A] 5 0, 
i.e. £, vérifie a) et b) du Théorème 1. Donc Imf(4-!'t)2>0, CE 


eT**, et Imf(2>0,:€ T°. Comme C” est tout cône contenu 
dans C,on a lmf(z}>0, z€ T°, ce qui démontre le théorème. 


REMARQUE 1. Dans R2 tout C ouvert pointé convexe est dièdre, i.e. € — 
= [y:(e, y) > 0, (e2, y) > 0], et on prend donc pour C” le cûne C lui-même. 


REMARQUE 2. Dans le cas n = 1, les résultats de ce paragraphe ont été éta- 
blis par Kônig et Zemanian [1] qui ont utilisé la peter de Herglotz- 
Nevanlinna (voir & 16.2), ot, dans le cas r > 2, par Viladimirov (6; [7]) à l’aide 
n 


, > R 
d'une représentation analogue dans T *. 

Les fonctions holomorphes à po imaginaire non négative ont été décrites 
par Koranyi et Pukansky [1] (le polydisque), par Vladimirov et Drojinov 
(7; [1]) (le polydisque), par Vladimirov (6; [10]) (le « disque qunité généralisé », 
i.e. l'ensemble des matrices complexes W d'ordre 2 telles que WW* < J, et 


le « tube d'avenir » TV"); ar Aïsenberg et Daoutov (1; {[1]) (les domaines bornés 
stricts-», en particulier Îles domaines symétriques classiques). 


230 CERTAINES APPLICATIONS EN PHYSIQUE MATHÉMATIQUE [CH. IX 


5. Matrices-fonctions réelles positives dans T‘. S'agissant de ces 
matrices, on suppose, sans restreindre la généralité, que le cône C 
est convexe et ne se confond pas avec R" (début du $ 16.4). 

On commence par établir le 


LEMME. Si les vecteurs e, ,...,e, sont linéairement indépendants, 
alors l'égalité 


(ex, D... (en, D} U (#) + (a, D) 6 (ë) = 0, (5.1) 
U étant continue dans R" et ayant son support dans le cône 
P=é:t= 2 Mes, A,>0], 
n'a lieu que pour U(E)=0 et a=0. 


D£MONSTRATION. Soit À la transformation linéaire 2—>{[(z, e,), . .. 


.…, (3, en)l. Passons dans (5.1) en les variables E’— A7'TE (voir 
démonstration du Théorème 2 du $ 16.4), il vient finalement 


Di... DU; (E')+ (a, D)6(E’)=0, (5.2) 
où 


U; (E')=|det A[U(ATE'), a: = A7 !Ta, (5.2) 


et le cône T devient le cône R3. Aussi U, est continue dans R'" et 
supp UV, € R\. 

L'opérateur D?... D? possède comme solution élémentaire 
la fonction 8, (t')—0,(E')E; ... Er. Dans l'algèbre Z'(R+) l’éga- 
lité (5.2) est donc équivalente à (voir $ 4.5) 


EN = — Env (as D)ô= — 2 aDj8n E)= 


=— D at0(E) ... 0 (5)... 80 (8), 
SJISN 
qui n’est juste que pour a, = 0 et U, (£’) = 0 par suite de la conti- 
nuité de U,. On déduit de cette égalité et de (5.3): U (£) = 0 et 
a = 0, i.e. le lemme est démontré. 


THEOREME. Pour qu’une matrice-fonction À (z) d'ordre N soit réelle 
positive dans un domaine T°, avec C un cône pointé convexe dans R", 


il faut et il suffit qu’elle soit la transformée de Laplace d’une matrice 
Z (&) à NN lignes et N colonnes telle que 


a) (Z(t)a+Z*(E)a a) >0, aecC"; (5.4) 
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b) quel que soit le cône polyédral C'" = [y:(e,, y) >0, ... 
-.. (En, y) > 0] contenu dans C, elle admet la représentation (unique) 


ZE) (eu, D}... (en, DJtZe E+ 2 ZÉDEE, (5.5) 


avec Z,. (£) une matrice-fonction continue, réelle à croissance lente dans 


R" et ayant son support dans C'* et zS), j =1,..., n, des matrices 
réelles symétriques possédant la propriété 
D yZ8 >0, yec’. (5.6) 
1<J<n 


Ceci étant, on a l'inégalité 
a’) Ref(Zeg, péi>0, pæ(pr...pe#*". (5.7 


DEMONSTRATION. SUFFISANCE. Les conditions du théorème entraî- 
nent le caractère réel de Z (E) et l'appartenance Z,; € #’ (C*). La 
matrice-fonction À (z), transformée de Laplace de Z (£), est alors 


holomorphe dans 7°, où € = int (C*) * (voir 8 12.2), et vérifie la 
condition de réalité À (z) = À (—2). 

On vérifie que la distribution g (£) = i (Z (Ë) a, a) remplit pour 
tout a € C° les conditions a), b) du Théorème 2 du $ 16.4. 

La condition a) est vérifiée par suite de (5.4): 


—ig (6) + ig* (6) = (Z (6) a + Z* (E) a, a) © 0, 
et b) en vertu de (5.5) et (5.6): 
8 (= (es, D}... (en, DY(Ze (a, a)+i D (ZËa, a) DE), 


<J<n 


où (Zc- (£) a, a) est une fonction continue à croissance lente dans 
R* à support dans le cône C’* et le vecteur ((Z#a, a), ... 
, (Z{a, a)) est dans C'*. 
Selon le Théorème 2 du $ 16.4, on trouve 


Imi(A(z)a, a) = Re (A (za, a)>0, zE T°, aëecC, 


ce qui équivaut à Re À (2) > 0, z € T°. Ainsi, la matrice À (z) est 
réelle positive dans 7°. 


NecessiTe. Soit À (z); une matrice-fonction réelle positive dans 
T°. Alors (4 (2) a, a) est holomorphe et Re (4 (z) a, a)> 0 dans 


T° pour tout vecteur a € C". Aux termes du Théorème 2 du $ 16.4, 
(A (z) a, a) est la transformée de Laplace d’une distribution g, (E) 
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telle que 


a) £a (£) + ga (©) > 0; 


b) quel que soit le cône C’=f[y: (e1, y) >0,...,(e,, y) > 0] 
contenu dans C, elle admet la représentation 


8e E)= (es DPF... (en, DRUc(Œi a)+ 2 48 (a) D5(E), (5.8) 


Uc: (£; a) étant une fonction continue à croissance lente dans R” 
ayant son support dans C’* et le vecteur (44 (a), ..., A£ (a))E 
€ C'*. D'où g,EF’(C*). Comme 


La (E)=ev OF [(A(z+iy) a, a)], 


la distribution g, (E) est une forme quadratique par rapport au vec- 
teur a, si bien qu'il existe une matrice Z (£) d'ordre N telle que 


(Z (Ba, a)=g(t), Z2neS#'(C*), A(z)=LIZ] (5.9) 
Cette égalité et la propriété a’) impliquent la condition a) pour la 


matrice Z (£). L'égalité À (z) = À (—z) entraîne le caractère réel 
de Z (E). 

Introduisons la notation e,; = (0, . , 0) avec 1 
à la k-ième place. On a alors, en vertu de " s et “ 9), | 


Zn (6) = (2 (6) es, ex) = [(Z (E)(e;+ex), 5 + ex) — 


—(Z(E)(e; —ex), e; —erx)+i(Z(E)(e; Hier), es +ier) — 
—1(Z(E)(e;—ien), e; —iex)] = 


= (e, D}... (en, D} [Uc- (E; +8) — 
— Uc: (E; e5—ex)+iUc (6; ey+iex)—iUc (E; e;—iex)] + 
++ >: [AS (e, + es) — AG (e;— ex) + i AS" (e, + iex) — 


1<j1<n 


—iAË9 (e,—ies)] D;, Ô (Ë), 


d'où l'existence d’une matrice-fonction Zc- (£) d'ordre N continue à 
croissance lente dans R” dont le support est dans le cône C’* et 


d'une matrice Z®), j = 1, ., n, de dimension Ÿ qui sont repré- 
sentées par (5.5). 

Utilisons le lemme du début du $ 16.5 qui entraîne l’unicité 
de (5.5) et le caractère réel des matrices Zoe (E), Z£), Let: an 
par suite de la même propriété de Z (£) et de l’égalité 


Uc’(E; a)=(Ze (Ë)a, a), A@ (a)=(Z@a, a), j=1,...,nr, a€C" 
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(en vertu de (5.8)). Les nombres A9 (a) étant réels, il en découle 
la symétrie des ZË), et la condition (A£? (a), , A (a))}EC'* 
entraîne (5.6): 


( DZ uZé’a, a} = À. y 48) (a)>0, yeC”, acc”. 


1<j<n 1<jJ<n 
On démontre enfin l'inégalité (5.7). Soit @€e#*" et notons 
v(z)=F[ple#*". Vu que 
A+(z)=F[Z], ReA;(z)=limReA(rz+iy)>0, y—0, yec, 


dans #’, on a 
Re | (Zs=®p, pdt =Re >) | (Zay* Pi Pa) dE = 


1<h, SN 
=Re D, (Zu(—E), pre ph) = 

1<R, j<N 

=Re D  (FlZayl, Ft[(p;e pr) (—E)])= 

1£k, j<N 

! = 
= rx Re > (Arr VV) = 

1<k, SN 
4 Any Av 
— Cnr ” (=, Pa) > 0 . 


1<R, j<N 
Nous avons utilisé les propriétés de la transformée de Fourier (voir 


$$ 6.3 et 6.5) et la formule (6.3) du $ 5. Le théorème se trouve dé- 
montré. 


REMARQUE. Le théorème est démontré par Kôünig et Zemanian [1] (n = 1) 
et par Vladimirov (6; [9]) (n > 2). 


$ 17. Systèmes passifs linéaires 


1. Introduction. Soit un système physique qui fonctionne selon 
la loi suivante. Il est soumis à l'excitation (« in ») u (x) = (u, (x), . .. 
ae (x)) qui détermine sa réponse (« out ») f (x) = (f1 (x), 
……, fn (&)), T = (ty, «+ - ., Th) étant des variables spatiales, tempo- 
relles et autres. On suppose vérifiées les conditions suivantes. 


a) LINÉARITE : étant données les excitations u,, u, et les réponses 
associées f1, fe, On a au, + Bu, —+> &f1 + Bfo. 


b) REALITE: la réalité de uv entraîne celle de f. 
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c) CONTINUITE : si toutes les composantes de uw (x) tendent vers 
0 dans 6”, il en est de même de toutes les composantes de f (zx) 
dans Z”. 


d) INVARIANCE PAR TRANSLATION : s’il correspond à une exci- 
tation uw (x) une réponse f (x), il en est de même de leurs translatées 
u(z+h) et f(x + h) par toute translation À € R”. 

Les conditions a)-d) équivalent à l'existence d’une matrice-dis- 
tribution Z (x) = (Zuy (x)), Zay € Z' (R”), d’ordre N unique qui 
relie le « in » u (x) et le « out » f (x) par la formule (voir $ 4.7) 


Zeu = f. (1.1) 


Imposons au système (1.1) la condition d’être passif par rapport 
à un cône T. Soit FT un cône solide convexe fermé dans R" (de som- 
met O0). 


e)PROPRIÉTE « ÊTRE PASSIF PAR RAPPORT AU CONE l'» : toute fonction 
vectorielle (x) € ZXN vérifie l'inégalité 


Re | (Z+®, v)dr>0. (1.2) 
Es 


On observe que (Z = @, mp) € Z (voir $ 4.6) de sorte que l’inté- 
grale (1.2) existe toujours. La matrice Z (x) étant réelle, la condition 
(1.2) équivaut à 


| (Z»p, phdr>0, eZ", (1.2°) 
=D 


avec Z** formé de vecteurs réels de dimension N ayant leurs com- 
posantes dans %. 

L'’inégalité de l'énergie (1.2’) traduit le fait que le système absorbe 
l'énergie mais ne la génère pas, et on tient compte de la causalité par 
rapport au cône L (voir $ 17.2). 

L'opérateur de convolution Z *est dit passif par rapport au cône 
F'et la matrice-fonction correspondante Z (£), transformée de Lapla- 
ce de la matrice-distribution Z (x), constitue l’impédance du système 
physique. 

[lustrons ce que nous venons de dire sur le système passif unidi- 
mensionnel (nr — N = 1) qu'est un circuit électrique ordinaire 
composé d’une résistance À, d’une self L, d’une capacité C et d'une 
source de f.é.m. e (f) branchée au temps ? — 0 (fig. 41). L'intensité 
de courant à ({) vérifie alors, selon la loi de Kirchhoff, l'équation 


intégro-différentielle 
t 


LE + Ri+ 7 | i (T) dr = e (t), 


0 
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1.0. , 
Zsi=e, 
Z (t)= LÔ' (+) + R6(E) + 0 (1) 


est la « résistance » généralisée du circuit. On vérifie pour l’opérateur 
Z« la condition de passivité (1.2’) par rapport au cône T = [0, ): 


0 0 t 
fGrpot= [[Lrt)+Rr0+TTrma]eua- 


0 
0 0 
= (0)+R | p? (4) dt+ | ptdt | >0, PELr. 


Les systèmes passifs linéaires à une dimension (7 = 1) gouvernent 
la relation entre les courants et les tensions dans les circuits élec- 
triques complexes; ils décrivent également les systèmes thermody- 
namiques linéaires et la diffusion d'ondes électromagnétiques et de 
particules élémentaires (voir Kônig et Meixner 
[1]: Youla, Castriota, Carlin [1]; Wu [1]; R 
Zemanian [1]; Beltrami et Wohlers [1]; Güttin- 
ger [1]). Les opérateurs passifs unidimension- 
nels ont attiré de nombreux savants dont les f) L 
résultats ont été résumés par Zemanian [1] et el 
Beltrami et Wobhlers [1]. Hackenbroch [1] et 
Zemanian [2] ont généralisé le cas matriciel 


aux opérateurs dans les espaces de Hilbert. C 
Les systèmes passifs linéaires avec n > 2 
interviennent souvent en physique mathéma- Fig. 41 


tique où ils décrivent des phénomènes physi- 

ques compte tenu de leur dynamique spatio-temporelle (le lecteur 
trouvera au $ 17.7 plusieurs exemples de ces systèmes). La théorie 
correspondante a été élaborée par Vladimirov (6; {9, 11]) en termes de 
matrices-fonctions réelles positives (voir $ 16). 


2. Conséquences de la condition de passivité. 
a) Condition de passivité (1.2) sous forme renforcée : 


Re | (Ze, mdr>0, pEeZ", mER. (2.1) 


TP +% 


Si EZ*\, on a en effet Pxo (ZX) = P (x + To) E x" pour 
tout x, € R”". Le produit de convolution étant invariant par trans- 
16—0824 
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lation (voir $ 4.2, c)), l'inégalité (1.2) entraîne donc (2.1): 


OSRe | (Z# us Pu)dr=Re | (Z+p)(z+20), P(x+x0)) dr = 
[r -r 
— Re | (Z sp, phdzx', zr'=2r+x. 
T+x0 
b) Dissipativité : 


Re | (Zup, phdr>0, eZ, (2.2) 


En posant x, — Àe,e € int l, dans (2.1) et en passant à la limite 
pour À —+ + oo (de sorte que — T + Le +R"; fig. 42), on déduit 
en effet de (2.1) l'inégalité désirée. 

c) Causalité par rapport au cône T': 


supp Z (1) cr. (2.3) 


Soit et pveJX\ et soit À un nom- 
bre réel. Substituons + à 
dans (1.2°), il vient 


J (29, g)de+a (Ze, + 
2r 


+ (Ze pldz+A | (Ze, p)47>0, 
Tr 


Fig. 42 


inégalité valable pour tout À réel. On a donc 


[ | (Z=®, t)dr+ [ «Ze, par| < 
-r -r 
LA Ü (Ze, gaz |(Z+y, dar. (24) 
Tr -r 


Supposons que suppoR"\X(—F). L'inégalité précédente 
implique 


RAT? y) dx =0 


T 


quelle que soit € Z*". Le lemme de Du Bois-Reymond ($ 1.6) 
permet d’en conclure que Z # ® — 0, x E — T, donc (voir $ 4.6) 


(Zry® Po) (2) = (Zx5(z), Po(x—z))=0, ze —F, 


pour toute @EZ,(R*X(—T)). Posons z—=0 dans la dernière 
égalité, il vient (Z,,(—zx’), po(z’)) =0, de sorte que Z,;(—zx) =0, 
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zER*X(—T) et donc suppZ:,eT (voir $ 1.5), ce qui prouve 
l'inclusion (2.3). 
d) Propriété «être de type positif»: 


(Za+ Z'a, a) 90, aeC”, (2.5) 
ou, sous forme équivalente, 
Re((Za, a), prp*)>0, a€C", peZ. (2.5") 


Cela découle de l'inégalité (2.2) pour m—apo(—zr), avec 
agcC" et poE Z : 


OSRe | (Z = apo(—x), apo(—x)) dr = 


— Re [ [(Za, a) po(—z)] pô (x) dx = Re((Za, a), Po* pô) = 


L((Z(Ha, a), pos gi) ++ (Z() a, a), pos pi) = 


= ((Z(z)a+2"(—x)a, a), Pos pi), 


ce qui démontre (2.5) et (2.5’) (voir $ 8.1). Nous venons d'utiliser 
la propriété (6.4) du $ 4 du produit de convolution. 

Dans la suite le cône l sera supposé pointé. 

e) Condilion de croissance : Z € (#'}*"°. 

En effet, la distribution (Z (x) a + Z* (x) a, a) appartient par 
Bochner-Schwartz (voir $ 8.2) à #’ quel que soit a € C*. D'où 
(Z (x) a + Z* (x) a, b) € F’ pour tout a et tout b de C", si bien que 


fs) = 2150 +2n(—DeS, 1h IN. 


La condition de causalité (2.3): supp Z:,; € F, entraîne supp fr; € 
a —r"UFr. Soit nEC”, n()=1, 1>1, nt) =0, t<0 et 
e£intT*. Alors n((e, z))€6,, donc ne, x)) fx; € #' (voir 
$ 5.3). Le support de la distribution 


Shy (TZ) = Zh; —n({(e, x)) frs (x) 


est compact par suite du Lemme 1 du $ 4.4 (voir fig. 22; on suppose 
le cône T pointé!) de sorte que s;, € #” (voir $ 5.3). Conclusion: 
Zr € f’. 

f) Condition de passivité (1.2) sous forme renforcée: 


Re | (Ze, phdr>0, peg*\. (2.6) 


-r 
16* 
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Fixons, en effet, ® de #* et admettons que pv ED*Y » Pv— 9, 
v—+ oo dans #*" (voir $ 5.1). On a en vertu de (1.2): 
e | (Zeps, p)dr>0, v=1, 2, …. (2.7) 
T 
La propriété e) fait que Z4, € #”’, 1 < k, j L N, et elle est donc 


d'ordre fini (voir $ 5.2). Notons m l’ ordre le plus élevé et utilisons 
la majoration (6.4) du $ 5, il vient pour k = 1, : 


a) (Ge GG RC +1 PE max A pue Pass 


Ix\<R 

B) (Z= par) (Zspha(z), V—+ © pour tout R>0, d'où 
la possibilité de passer dans (2.7) à la limite quand v tend vers 
l'infini et, finalement, l'inégalité (2.6). 

g) Existence de l'impédance 

Z(O=LIZI=FIZ(2)e-@®](p), t=p+ia, 

qui est une matrice-fonction holomorphe dans le domaine = 
= Rt+iC, C—=intrT*. 

Le résultat découle des propriétés c) ete): Z:,€ #” (T) (voir $ 9.1). 

h) Réalité de l'impédance: 


Z@=Z(—0, ver°. (2.8) 
Cela découle de la propriété analogue de Z (x). 
i) Posifivité de l’impédance: 
ReZ()>0, £eT°. (2.9) 
Supposons en effet la fonction n, (x) telle que n. € C° ; ne (Z) = 
= 1, zET%; (2) =0, z ET"; | De (x) | K Coe On a pour 
tout t ET (voir $ 9.1): 
PR; z)=nm(—rert rer, 


et la fonction vectorielle ag appartient à #*" pour a EC" quel- 
conque. On obtient donc moyennant la formule (6.4) du $ 4: 


(Zap, ap)=[(Za, a)+](x)P(G; x) = 
=((Z(zx')a, a), pt; zx) pt; x) = 
= eh %n(—z)(Z(r)a, a), m(z —z)e@ 7), (2.10) 
Mais ne (2 — x) = 1 pour x’ E T° et zE—T,carz —rer + 


+ Ueyo HT =T + Uojo = T° d'après le Lemme 2 du $ 4.4. 
Vu que supp Z (x')c F, on utilise la formule (10.2) du $ 1 et on 
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continue (2.10) pour x € — FT: 
(Zs (ap), ap) =e"t2 x) ((Z (z')a, a), ne(z')eit.x9), (2.11) 


La formule (1.4) du $ 9 de la transformée de Laplace, l’intégra- 
tion de (2.11) sur le cône —T et la propriété f) nous fournissent l’iné- 
galité 


0SRe | (Zs(ap), ap)dr=Re(Z(t)a, a) e“(@,*)dzr. (2.12) 
= LC Tr 
On en déduit, compte tenu de l'existence et de la positivité de la 
dernière intégrale pour tout gEC (voir $ 10.2), 


Re(Z(t)a, a)=(2(t)a+Z2*(t)a, a)>0, 


relation équivalente à (2.9). 

Les propriétés g), h), i) entraînent que l’impédance Z (&) est de 
classe des matrices-fonctions réelles positives dans T° dont la descrip- 
tion forme le contenu du $ 16.5 (le cône l'est supposé pointé). 


REMARQUE. Au prix de légères modifications on s'assure que les consé- 
quences c), d), e), g), h), i) restent en vigueur pour 


Ro | (Z(a, a)+qlp&>0, 9e, a6C", (2.13) 
Cr 


condition de passivité par rapport à l' sous forme affaiblie. 
3. Conditions nécessaires et suffisantes de passivité. 


THEOREME 1. Une matrice-distribution Z (x) définit un opérateur 
passif par rapport à un cône pointé T' si et seulement si son impédance 


Z (E£) est une matrice-fonction réelle positive dans le domaine T°, C = 
= int T*. 


ConseQUENCE. Si un système est passif par rapport à un cône pointé 
T, il l’est par rapport à tout cône pointé contenant T. 


REMARQUE. Le Théorème 1 a été démontré par Zemanian [3] (cas n = 1) 
et par Vladimirov (6; [9]) (cas n > 2). 


La démonstration du théorème doit être précédée de celle du 


LEeMMr. Soit Z (x) une matrice-distribution N X N ayant les pro- 
priétés : 

a) elle définit un opérateur passif par rapport à un cône T', conte- 
nant le cône C* ; la frontière de T, est supposée régulière par morceaux; 
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b) quel que soit le cône polyédral C° = [g: (a, 9) >0,. 


» (En 9) > 0] contenu dans le cône pointé convexe C, elle admet la 
représentation 


Z(#)= (es, D... (en, DZc(a)+ À ZED8(#), (8.1) 


la matrice-fonction Zc. (x) étant continue, réelle, à croissance lente dans 
R* à support dans le cône C'* et les matrices z%), Jets, n; 
étant réelles, symétriques et 
telles que 
À q28>0, gec’. (3.2) 
KJ£n 

Alors la matrice Z (x) dé- 
finit un opérateur passif par 
rapport aux cônes T, = [x: 
(e, x)2>0, x E ll, avec e un 
vecteur unilé quelconque du 


a é 
Ge cône C. 
Fig. 43 DEMONSTRATION. Les condi- 


tions b) impliquent la réalité, 
la croissance lente de Z (x) et l'inclusion de son support dans C* 
(voir démonstration du Théorème du $ 16.5). 
Dans le cas du cône 


F= PP =[z: (e, x) <0, rer, 
solide, le lemme est non trivial. Il est clair que l'o = TU T (fig. 43). 
Soit nEC”; On (t)<L1; n (6) = 1, t<T: n(G)=0,6> 1. 
Introduisons la notation 


n@=n( 2]. 


On a pour toute pe Z*": 


f'iZep, par= | (Z+ (pm), ge dz+ 
T, “To 


+ Î [(Z=p, p)—(Z ss (pre), Pne)] dr — | (Z s(pne), ne) dx. (3.5) 
-F, = 


En vertu de la propriété a), le premier terme à droite est non 
négatif pour tout & > 0. Puisque supp Z (x) € Cet n, (x — x’) = 
— 1,17€ —T,,2 E(C*)"" (car(e, zx — z')L— (e, x’) = — (e,x,)— 
— (e, r) | (e, x) IS e/2, avec = mm +irs mn EC*, |z |< 
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<< £&/2), on a 
Gene 2 Zu), q(e—29 ne 2) = 


_ ps (Zr (z'), PJ (x—z")) ben (Z * P)x (x), T CE — Fe; 


d’où la nullité du second terme de (3.3). Ainsi, tout e > 0 vérifie 
l'inégalité 


| (Z»*,p)drz> — | (Zs(pne), pne)dz, pEZX". (3.4) 
=", D 


Soient €; — €,6,, - .., en des vecteurs linéairement indépendants 
du cône C et {e,} le système biorthogonal à fe;}, (ex, 4 — Ô} 
Introduisons la notation C” = [g: (a, 9 0, ..., ss g) > 0 Of, 
auquel cas C'EC,e EC’ et C'* = (x: (e, r)20, ..., (en, 2) > 
>0]. Le cône C” est représenté par (3.1). 

La formule (5. 1) aidant, on transforme le second membre de (3.4) 
de façon à avoir 


| (Ze (ne), Pne) dr = 
re 


= | (es, D} Es (ns D} (Ze s (Pne); PNe) dr — 
re 


. ( (28 > on). gne) dr=1li(e)+l2(e) (3.5) 


1<j<n re 


La quantité Z,(e) s'évalue par 
[at@)lSa D À [Gs D... (en, D | Ze.5(29x 


1<kh, JSN  IxI<R C’* 
O<(e, x)}<e 


X p;(z—z')n [EE | dx’ | az, (3.6) 
avec Ci — max | a (z)| et R>>0 tel que supp Ur. Effectuons 
1Sh£N 


Je changement de variables dans les intégrales (3.6): 


z—> Br = y —=1y, = (e, x), ..., ya = (er, x), zx —Bz" = y. 


Le cône C’* devient le cône R4 = [y': y, > 0, ..., y, > O|, la 
boule UAh un domaine borné intérieur à une boule Ux,, la bande 
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O0 (x, e) < e devient la bande 0 << y, << & et la dérivée (e,, D) la 
dérivée D, (voir démonstration du Théorème du $ 16.5). 
Avec la notation 


Zc'.n(By')= 0; (y), ps(B y) =; (y), 
D; ... Dib;(y)=u;,(y), 
on obtient à partir de (3.6) la majoration 


C 
| Zi (e)|< Ti > | | D: x 
1<Rh, J<N Iyvl<R:i 
0<yi<e 


x | Gauvin (Hot) ay lay= 
n 
y" l<R: 
mar 2, | | lux 
1<R, 5S<N gs ly°1<2R1 
v'eR? 

y; \ Œuj(y—y) 2 _ du; (y— y) 

mou) PMU) , 2 cpu) 2 UV) 
x | ( E | TH ra $ ) um 


+n (HE) u,(y—y) | ay’ dy- 


Introduisons la notation 


xW)= 2 | [Un (Yis Yes ++, Yn)[dys -.. dyn. 
1SR EN y>0,...,yn>0 
VS2+...+V È<&R! 
Les fonctions v;, étant continues dans R” à support dans R', la 


fonction % (y;) est continue dans R! et vaut 0 pour y; << 0. On pour- 
suit l'évaluation (3.6) avec la notation introduite: 


e 2R! 


tele { [| x@i) di ]an+ 
0 0 


€  vi-+e/2 3e/2 


+(2+<) [0 D 'rwailangeer< [Luna 
0 0 0 


€ €e° 


lim Zi(e) = 0. (3.7) 
e- +0 
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Passons à JZ,(e). La réalité et la symétrie des matrices z#), 
j—=1,...,n, font que 


L@)=— 3) | 28 Eten. pne) dz= 


À, -" 


= D ZX Zn Î 37 (pans) gun de = 
ST: 


1<j<n 1<h, sSN 


e 


j 9 
= + > > Zn | 93) (pspane) dx = 


1<£j<n 1<Rh, sSN -IS 
: ne: D )p, pnéldz. (3.8) 


-r5 1S3<n 


Le cône —T4 est limité par un contour régulier par morceaux. 
Notons S cette frontière et soit n une normale extérieure à S (voir 
fig. 43). L'intégrale (3.8) donne moyennant la formule de Gauss- 
Ostrogradski : 


I, (e) = —+ | > (22, ) né cos (az) as. 
S 1<j<n 


Par passage à la limite pour & — + 0, on a, compte tenu de 
ne=n( 2 ]-+061-(, 21 0<n(r)<1, 


l'égalité suivante : 
1 
lim(@)=—-+ | D (ZË, g)cos(nz,) 48. (3.9) 
ep SNEte, x) <0] 1<3<n 
Mais (e, x) << 0 aux points intérieurs du cône 1 (voir fig. 43), ce qui 
fait que (e, x) 0 sur ôT*, auquel cas (e, x) >0 sur S. L'intégrale 
(3.9) ne renferme donc en fait que la portion de $ où (e, » ©) = 0 (sur 


cette portion = —n—(— cos (a), . ., — COS (nz,.)) (voir 
fig. 43), de sorte que l'égalité (3.9) se récrit comme 
; D (2) 
lim L(E)=- | D e;Zep, p py ds. 


SNI(e,x)e=0] 1<3<n 


Comme la dernière quantité est non négative par suite de la condi- 
tion (3.2), cette formule jointe à (3.7), (3.5) et (3.4) entraîne la con- 
dition de passivité par rapport au cône l’, et du même coup l’affir- 
mation du lemme. 
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DEMONSTRATION DU THÉORÈME 1. La nécessité est établie dès le 
$ 17.2. Démontrons la suffisance. Supposons que Z (&) est réelle 
positive dans T°. Selon le Théorème du $ 16.5, cette matrice-fonc- 
tion est alors la transformée de Laplace d’une matrice-distribution 
Z (x) qui vérifie les hypothèses du lemme pour F, = R". Aussi 
Z (x) définit un opérateur passif par rapport au demi-plan F, — 
= [x: (e,, x) > 0], avec e, un vecteur unité quelconque de C. Appli- 
quant le lemme au cône F, et à tout vecteur e, € C, le, | = 1, on 
obtient la passivité de Z (x) par rapport au cône l, — {xr: (e,, x) > 
>0, (e., x) > 0], et ainsi de suite. Une m-ième fois, on trouve que 
la matrice Z (x) définit un opérateur passif par rapport au cône 
Tu = [z: (e,, 2)2>0, ..., (em, x) >01, 


| (29. pdr>0, per”. (3.10) 


Fr, 


Etant donné que le cône convexe C* = [x: (x, q) > 0, q € C] est 
approché supérieurement aussi bien qu'on le veut par les cônes 
polvédraux l,, m — co, on passe dans (3.10) à la limite pour F,, — 
—> C* et on aboutit à la condition de passivité pour le cône C* = 
= (int F#)* = 7, c.q.f.d. 


Par combinaison du Théorème 1, du Théorème du $ 16.5 et de la 
Remarque du $ 17.2, on établit le 


THÉOREME 2. Les condilions suivantes sont équivalentes : 

a) La matrice Z (x) définit un opérateur passif par rapport à un 
cône pointé T. 

b) La matricé Z(x) vérifie la condilion affaiblie de passivité 
(2.13) par rapport à un cône T. 

c) La matrice Z (x) remplit la condition (2.5) et les conditions b) du 
lemme. 

d) La matrice Z (x) vérifie la condition de dissipativité (2.2) et les 
conditions b) du lemme. 


4. Relations de dispersion à plusieurs dimensions. Fort des ré- 
sultats du $ 17.3, on déduit les relations de dispersion (pluridimen- 
sionnelles) (voir $ 10.6) qui existent entre les parties réelle et ima- 
ginaire de la matrice Z (p), valeur au bord de l’impédance Z (&). 
On se borne, pour simplifier l'exposé, au cas du cône € = R°. Intro- 
duisons la notation &#, (©) = %Æ'rn (€) (voir $ 10.2). 

Notre étude débute par le 


LEMME. L équation matricielle 
Di ... DZ (x)=0 (4.1) 
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admet pour solution générale dans la classe des matrices-fonctions »-her- 


miliennes continues, réelles dans R" à support dans —R? |] R° une 
matrice définie par la formule 


Z (x) = LE, (x) — En (—2)l Zo, (4.2) 
avec Z, une matrice symétrique gauche réelle quelconque. 


DEMONSTRATION. Cherchons la solution générale de l'équation 
4.1) scalaire dans la classe des fonctions continues réelles de sup- 


port dans —R" U RA. Soit u (x) cette solution. La fonction u* (x) — 


— 0, (x) u (x) continue réelle à support dans R° vérifie alors l’équa- 
tion (4.1) dans R°\ {0}, donc (voir $ 2.6) 


D?... Diut(z)= D caD'o(x) 
0<Jal<m 


pour certains m et ca. Aussi (voir $ 4.8, d)) 


u" (x) = En * > CaD" = CoËn (Z) + ) CaD° En (x), 
0<IGI<m 1<lal<m 
ce qui n'est possible (Lemme du $ 16.5) que lorsque c, =0,|a«|> 
>1 et u*(r) = c06, (x). De même, u- (x) — 6, (—zx) u (x) = 
= C, En (—z2). C'est pourquoif 
u(z)=u"(z)+u (x) = 0coËn (x) + En (— 2x). 
Mais 
D? ... Diu(r)=(co+c)6(x) = 0, 
si bien que c, = —c,, ce qui fait que 


u (x) = Co [En (7) — Ën (—2)}, 


Co étant réel arbitraire. 
Revenons au cas matriciel. On a, en vertu du résultat démontré: 


Zh; (x) = Zo, hjlËn (z)— 6, (—z)], 1<k, i<N, 


avec Zo, x; des nombres réels quelconques. On déduit de cette égali- 
té et des conditions Z;x (x) = Zn (—z): Zo, nj = — Zo, jrs ie. 
Zo — —ZT. La représentation (4.2), donc le lemme, est démontrée. 


Désignons par W (—R?U R°) la classe des matrices +-hermi- 
tiennes qui sont les transformées de Fourier des matrices-fonctions 
continues réelles à croissance lente dans R° ayant leur support 
dans —R" 1) R. 

Tous les éléments d’une matrice de cette classe appartiennent à 
l’espace Z'42 des distributions (voir $ 10.1). 
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Le lemme démontré a pour conséquence que la solution générale 
dans la classe N (—R?{J R°) de l'équation matricielle 
Pi --. PaM (p)=0 
est donnée par la formule 
M (p)=iZOD, ... D,Imliæ, (p)], (4.3) 


2" étant une matrice symétrique gauche réelle quelconque. 

En passant dans (4.2) aux transformées de Fourier et en utilisant 
la définition du noyau €, (p) (voir $ 10.2), on obtient en effet 
M (P)= Zo{Fl8n]—F(En)}= 2iZo 1m F [6h] (p) = 
= 2iZo Im F[(0,(x)xi1 ... zn]=iZ0), ... D, Imli"®#, (p)], (4.4) 
avec Z0—=2(—1)" Z;. 


THÉOREME. Pour qu'une matrice-distribution Z (x) définisse un 
opérateur passif par rapport au cône R?, il faut et il suffit que sa trans- 
formée de Fourier Z (p) vérifie la relation de dispersion 


7 2 = , ; 
Im Z (p) = un Pi ….. p? (M + Im À n) + iZ (0 — > Z®p,, (4.5) 
1<J<n 
où la matrice-distribution M (p) est solution dans la classe N (RU 
U R?) de l'équation 
pi... paM(p)=ReZ(p), (4.6) 


la matrice Re Z (p) étant telle que la distribution (Re Z (p)a, a) 
soit pour tout a € C" une mesure non négative tempérée dans KR”; 
la matrice Z'® étant réelle, symétrique gauche et les matrices Z®, j = 
— 1, ..., n, réelles et positives. 
Les matrices [M (p), Z"®, Z%, ..., Z®] de la relation de disper- 
sion (4.5) sont uniques à des termes additifs de la forme 
(AD, ... D, lmli"æ, (p)], À, 0, ...,0] (4.7) 


près (ici À est une matrice symétrique gauche réelle constante arbitraire). 


REMARQUE 1. Le théorème a été démontré par Beltrami et Wohlers [1] 
(r = 1) et par Vladimirov (6; [9]) (nr > 2). 


REMARQUE 2. La mesure (Re Z (p) a, a) accuse en fait une croissance telle 
que la mesure 


(Re Z (p) a, a) 
(1-+ pi) ... (1+ p?) 
soit bornée sur R? (voir Théorème du 8 16.5). 


$ 17] SYSTÈMES PASSIFS LINEAIRES 253 


DEMONSTRATION. NecessiT£s. Admettons que Z (x) définit un opé- 


rateur passif par rapport au cône R". Par suite du Théorème 2 du 
8 17.3, cette matrice jouit des propriétés suivantes: 


a) (Z(z)a+Z*(z)a, a) à 0, a€C" ; : (4.8) 
b) Z (= D}. DiZo(a+ D ZA D (x). (4.9) 


où la matrice-fonction Z, (x) est continue, réelle à croissance lente 
dans R" de support dans R et les matrices Z, j = 1, , À 
sont réelles et positives. Passons dans (4.8), (4.9) à la ne de 
Fourier, il vient que la distribution 


(ReZ(p)a, a)=— F[(Z(z)a+Z*(x) a, a) (4.10) 


est pour tout a € CN une mesure non négative tempérée dans R°" 
{théorème de Bochner-Schwartz; voir $ 8.2) et que 


Z(p}=(—1) Pi .. PAF [Zo] (p)—ài vs Zpy (4.11) 


Re Z(p}= = pt... phF[Zo(r)+25(2)1(p). (412) 


On introduit la notation 
MP) = F 126 (x) + 23 ()] (p). (4.13) 


La matrice Af (p) est de classe N (—R" |J R1) et elle satisfait, en 
vertu de (4.12), à l'équation (4.6). Les égalités (voir $8$ 10.1, 10.2) 


F 120] (P)= F[(2Zo ” + 25 (x)) 8, (2)] = 
= nr À 120 (2) + 25 (a)] « F (841 = 2 (—1)" Me a 
permettent de récrire (4.11): 
Z(p= Pi... (Men) —i D Zip, (444) 


1<j<n 


Séparons les parties réelle et imaginaire, ce qui nous donne la rela- 
tion de dispersion (4.5) (pour Z® = O0) et 


ReZ(p)= er Pi … pi(MeRe#,), (4.15) 
qui équivaut en vertu de (4.6) du $ 10: 
2 à 

M=- M Re, _ (4.16) 


à la relation (4.6). 
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SUFFISANCE. Soit Z (x) une matrice-distribution telle que sa trans- 
formée de Fourier Z (p) satisfasse à la relation de dispersion (4.5), 
avec M (p) une solution dans la classe N (—R |] R?) de (4.6), la 


distribution (Re Z (p) a, a) soit pour tout a € CNY une mesure non 
négative tempérée, Z‘® soit réelle symétrique gauche et les matrices 
Z®, j = 1,..., n, soient réelles et positives. 

Etant donné (4.16), l’équation (4.6) est équivalente à (4.15) qui 
fournit conjointement à (4.5): 


Z(p)= Er Pt PAM» He) — 20 — S Zip, (417) 
l 1<J<Rh 


d’où par transformation de Fourier réciproque on a 
Z(xz)= D? ... DiZi(2)—Z6(r)+ SN ZDE(x), (4.18) 
1<j<n 


avec Z, (x) = 2 (—1)° FT [MT (x) 8, (x) une fonction continue réel- 
le à croissance lente dans R” qui a son support dans le cône R?5. On 
observe que 

D? ... DiZi(z)— 26 (x) = D? ... Di[Zi(z) — ZE, (x)] 


et on s'assure que Z (x) remplit la condition (4.9). Par suite de (4.10) 
et du théorème de Bochner-Schwartz (voir $ 8.2), il en est de même 
de la condition (4.8). Aux termes du Théorème 2 du $ 17.3, la matri- 
ce-distribution Z (x) définit un opérateur passif par rapport au 
cône R. 

On démontre l’unicité, à des termes additifs de la forme (4.7) 
près, de la relation de dispersion (4.5). Supposons que la représen- 
tation (4.5) reste valable pour les matrices [A7,, Z®?,ZP, ..., Z®]. 
On sait qu’alors 

M (p)—M,(p)=iAD, ... D,lmli"®#, (p)], 


A étant une matrice symétrique gauche réelle constante. On en déduit 
par soustraction de différentes (4.5): 


ar AP ….. palD... D, Im(i#,)» Im,]+ 
Hifzo—zoy— S (Z%-Zf]p;=0. (4.19) 
1£<J<n 


Passons à la transformée de Fourier réciproque et utilisons les for- 
mules (4.4) et (2.8) du $ 10, il vient 


—# AD? DA {IE n (2) — En (—2)] [0h (2) — On (—2)1} + 
+i(20—20)6(z)+ D (1Z%—ZH] DE (x) = 


1<j£n 
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= — AD? ... Dà[£n (2) HEn (—2))+ 120 — 249] 6 (x) + 
+ D 129— 2%] D,6 (x) = i [2 — 25 — A] 6 (x) + 


1<j<n 
+ D 12%—Zÿ]D6 (x) =0, 
1<j<n 
égalité qui n'est possible que pour 
ZO=ZOLA, ZH=ZO, j=1,...,n. 


Le théorème est démontré. 


5. Solution élémentaire et problème de Cauchy. On appelle 
solution élémentaire d'un opérateur Zs passif par rapport à un cône 
T toute matrice-distribution À (x), A: € Z”, qui vérifie l'équation 
de convolution matricielle 

Z = À = T6 (x). (5.1) 


L'opérateur A» est l'inverse de Z» (cf. $ 4.8, d)) et la matrice- 
fonction À (Ë£), transformée de Laplace de À (x), constitue l’admit- 
tance du système physique. 

Un opérateur Z+ passif par rapport à un cône T est non dégénéré 
(resp. complètement non dégénéré) si T est pointé et det Z (©) 0, 
CETC,C = int T* (resp. s'il existe, pour tout a E CN, a 0, un 
point Co € TC pour lequel 


Re (Z (60) a, a) > 0). (5.2} 
Si Z= est complètement non dégénéré, alors 
ReZ(9 >0, LeT. (5.3) 


Selon le Théorème 1 du $ 17.3, (Z (&) a, a) est en effet holomorphe 
et Re (Z (£)a, a) > 0 dans T°. Par suite de (5.2), on a alors 
Re (Z (£) a, a) > 0 si a 0 (voir $ 16.4), ce qui équivaut à (5.3). 

Il en résulte que 

si un opérateur passif par rapport à un cône est complètement non 
dégénéré, alors il est non dégénéré; 

pour qu'un opérateur Z» passif par rapport à un cône pointé 
soit complètement non dégénéré, il faut et il suffit que l'égalité 

(Z (x) a, a) = ig Ô (x) (5.4} 


n'ait lieu pour aucun a € C", a =£ 0, et aucun g réel. 
Soit Ze passif par rapport à F et complètement non dégénéré. 
L'égalité (5.4) équivalente à 


Z(ba,a)=ig, ET. 
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est impossible par suite de (5.2) pour tout a 0 et tout g réel. Mais 
si Z+ passif n'était pas complètement non dégénéré, on aurait 


Re (Z(t)a, a) <0, LE TS pour un «a 5 0. D'autre part, 
(Z (Ë) a, a) est holomorphe et Re (Z (£) a, a)>0 dans T° (Théo- 
rème 1 du $ 17.3), donc Re (Z (£) a, a) = 0 dans ce domaine. Par 
conséquent, (Z (E) a, a) = ig, avec g réel, si bien que l'égalité (5.4) 
se trouve vérifiée pour certains a 0 et g réels. 


THÉOREME 1. Tout opérateur passif non dégénéré par rapport à un 
cône TV possède une solution élémentaire unique qui définit un opérateur 
passif non dégénéré pour le même cône. 


DEMONSTRATION. Soit Z+ un opérateur passif non dégénéré par 
rapport à l de façon que Z (£) est une matrice réelle positive dans 


T° (Théorème 1 du $ 17.3) et det Z(t) O0, LE T°. On démontre 
l'existence et l’unicité de la solution de (5.1) dans la classe des matri- 
ces-distributions À (x) qui définissent les opérateurs passifs non dé- 
générés par rapport à l'. Transformons (5.1) par Laplace, il vient 
l'équation matricielle équivalente 


Z(DA(D=I &eT, (5.5) 
qui admet pour tout & € T° une solution unique, à savoir la matrice- 
fonction À (Et) = Z-1(E), holomorphe _ dans T°, et det À (6) O0 
dans ce domaine. L'égalité Z (4) = Z(—6), & € T°, et (5.5) en- 
traînent Z (4) À (—) = I, i.e. 

Z21(D=4(D=4(—D, ver 
La condition ReZ(t) >0,6E ii jointe à (5.5) donne finalement 
Re À (4) = Â*(DiReZ(HIA(D2>0, LET. (56) 


La matrice À (t) est donc réelle positive dans T°. D'après le Théo- 
rème 1 du $ 17.3, À (x) définit un opérateur passif non dégénéré 
par rapport au cône [et il y à unicité, c.q.f.d. 


CoNseQUENCE. Si un opérateur passif Zs est complètement non 
dégénéré, son inverse A+ l'est également. 


Comme Re Z(£t) > 0et det À (©) 0, on a Re A(Ü) > 0, CE 
€ T°, par suite de (5.6). 

Soit T un cône pointé convexe fermé, C’=int l'*, S une surface du 
genre C et S+ le domaine au-dessus de S (voir $ 4.4). 
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Nous dirons par analogie avec le $ 15.1 que le problème de Cauchy 
généralisé pour un opérateur Z* de source f € Z° (S,)*" passif par 
rapport à un cône l'consiste à chercher dans R" une solution u (x) € 
€ J'(S,)*" du système (1.1). 

On démontre tout aussi facilement le 


THEOREME 2. Siun opérateur passif Z+ est non dégénéré par rapport 

à un cône (solide) T', le problème de Cauchy généralisé pour Z+ admet 

pour toute f € 3’ (S,)*" une solution, et une seule, qui s'exprime par 
la formule 

u = Asf. (5.7) 


ConseqQuENce. Si S est une surface du genre C strictetf ES’ (S4:)*", 
alors la solution du problème de Cauchy généralisé relatif à l'opérateur 
Z= existe et est unique dans la classe F” (S.)'Ÿ (et se définit par la 
formule (5.7)). 


L’affirmation découle du Théorème 2 et des résultats du $ 5.6, b). 


Ainsi, les systèmes passifs se comportent comme les systèmes 
hyperboliques (voir $ 15.1; Hôrmander ([1]; chap V); Friedrichs [1]; 
Dézine (9; [1)). 


6. Quels opérateurs différentiels et aux différences sont passifs ? 
Un système de V équations différentielles linéaires d'ordre <m 
(a Se Rtus constants) est défini par la matrice-distribution (cf. 
$ 14.1) 

Z(z)= D) ZaD“ô(x), (6.1) 
0<lai<m 
Z, étant des matrices N X N (constantes). 


TH£oRtME 1. Un système de N° équations différentielles linéaires 
à coefficients constants est passif par rapport à un cône pointé T si et 
seulement si 
Z (x) = P Z,Dÿ (x) + Zoô (x), (6.2) 
avec Z1, ..., Z, des matrices symétriques réelles à N lignes et N co- 
lonnes telles que D, g;Z,>0 quels que soient 9€ C = int l*; 
1 


LJ<n 
Zo une matrice réelle et Re Z,2>. 


DEMONSTRATION. NecessiTe. L'opérateur différentiel Z+ défini 
par la formule (6.1) est supposé passif par rapport à l', auquel cas 
la matrice-fonction 


2@= 2 .(—0 Za (6.3) 


1/2 17-0824 
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est réelle positive dans T° (Théorème 1 du $ 17.3). Pour tout a € 
EC", (Z (&) a, a) est donc holomorphe dans 7° et Re (Z (£) a, a)>0 
dans 7°. Cette fonction vérifie donc l'estimation (4.1) du $ 16 ainsi 
que les éléments matriciels Zu 3 (6): 

D Dan [<M(CNLE, rer. 
0<lal<m 


Comme la chose n'est possible que pour Z,, x; = 0, 1<k, jN, 
la |Z>2, la matrice (6.3) se met sous la forme 


Z(E)= —i 2. Z it + Zos (6.4) 


ce qui démontre la représentation (6.2). Ecrivons les conditions sous 
lesquelles Z (£) est réelle positive: 


» 9;Zj+ Zo= à GZ;+Zo 9€ecC, 
ÉSES 1<J<n 
—i D ZitZoti D 62; +2Z% >0, LET°, 
1S<n 1<I<n 
et établissons les résultats suivants: Z;, , j — 0, 1, ..., n, 
sont réelles; Z;, j—1,..., n, sont symétriques, }} q;Z,>0; 
1<J7<n 
Re Z, >. 
SUFFISANCE. Admettons que la matrice-distribution Z (x) vérifie 


les hypothèses du théorème. Sa transformée de Laplace est de la 
forme (6.4) et 


Re Z(t) — re qZytReZo>0, LET*. (6.5) 


Aussi la matrice-fonction Z (&) est réelle positive dans T° et l'opé- 
rateur Z+ est passif par rapport au cône T (Théorème 1 du $ 17.3), 
ce qui fournit le résultat cherché. 


Soient données des matrices Z,, . .., Z, symétriques réelles à NW 
lignes et V colonnes telles que lZ; > 0 pour un vecteur 
1<j<n 
LE R?. 


.Introduisons les notations 
Pe=(r:2z=(Z0, a), ...,z—(Z,a, a), a€C"], 
V=(r:m=(Ziua, a),...,2z,=(Zna, a), a€R"]. 
En vertu de l'inégalité 
(4, 2 =< 2 hzne)>xlal, x>0, (6.6) 


$ 17] SYSTÈMES PASSIFS LINÉAIRES 259 


l’image réciproque de O par application 
a zx —= ((Z;a, a), ..., (Z,a, a)) (6.7) 


est 0. 
Il est évident que les cônes l, et l, ont leur sommet en 0 et 
Fete 


LEMME. Les cônes l, et T, sont fermés pointés, V, = l, + l, et 
LEint ré. 


DEMONSTRATION. L'application (6.7) est continue de CN (de R\ 
dans R" et l'inégalité (6.6) en détermine la compacité, i.e. l’image 
réciproque d’un compact est un compact. Les deux cônes sont donc 
fermés. On déduit ensuite de 


(Zja, a) = (Z,b, b) + (Ze, c), a=b+ic, j—1,...,n, 


que F.=T,+7/,. Enfin, l'inégalité (6.6) entraîne que le plan 
(1, x) = 0 ne coïncide avec T,. qu’au sommet de celui-ci. F, et l, 
sont donc pointés et L € int lé (voir Lemme 1 du $ 4.4), ce qui achève 
la démonstration. 


Il y a lieu de noter que l'. et l', ne sont pas obligatoirement soli- 
des, p.ex. Z, > 0, Z, = 0 et les deux cônes se trouvent dans Île 
plan x, = 0. 


TH£OREME 2. Pour que la matrice (6.2) définisse un opérateur passif 
complètement non dégénéré, il faut et il suffit que les matrices Z,, ... 
..., Zn soient réelles symétriques, que la matrice Z, soit réelle, 
Re Z,2>0 et qu'il existe un vecteur L E R" tel que 

1<)<n 
Ceci étant, Ze est passif et complètement non dégénéré par rapport à 
tout cône pointé TV contenant T,, et LE int r*. 


DemonsrTRaTion. NecessiTe. Admettons que (6.2) définit un opé- 
rateur passif complètement non dégénéré pour un cône (pointé) T. 
Ga En dans les conditions du Théorème 1 et on a, par suite de 

.3), (6.5), 


ReZ()= D gZ;i+ReZ,>0, CET, C=intr", 
1<J<n 
si bien que (6.8) est satisfait pour tout q EC. 


SUPFISANCE. Les matrices Z,, ..., Z, de (6.2) sont supposées 
vérifiant les conditions du Théorème 2. Soit I un cône pointé con- 
tenant l. tel que 2 EC = int +. D'où (q, x) > 0 quels que soient 
17% 


260 CERTAINES APPLICATIONS EN PHYSIQUE MATHÉMATIQUE (CH. III 
gec, ze cF, 1.0. 
(g,z)= D quiz, a)>0, qeC, aeC”, 
1<j<n 


ce qui signifie 2 _HZ,>0, qgEC. La matrice Z (x) définit parle 


Théorème 1 un Opérateur passif par PROS à let lEC par hypo- 
thèse, ce qui fournit, moyennant (6.5), (6.8), 


ReZ(il)= > 1,/Z,+ReZ>0, 
1<LJ<En 


si bien que Z+ est complètement non dégénéré pour F (voir $ 17.5), 
et le théorème se trouve démontré. 


REMARQUE. Le Théorème 2 affirme que les matrices © Z;Djô(r) qui 
1£j<n 
définissent les opérateurs différentiels passifs complètement non dégénérés 


>. Z; — coïncident avec les parties principales des opérateurs dif- 
1<ji<n d 


férentiels à coefficients constants symétriques au sens de Friedrichs (voir Fried- 
richs 


Un système de N équations aux différences linéaires à nr pas 
(nr < m) se définit par la matrice-distribution 


Z(z)= 2. Z Ô(z— hy). (6.9) 


TH£OREME 3. Un système de N équations aux différences linéaires 
est (pour h, =Æhx, v k) passif par rapport à un cône pointé l si et 
seulement si les matrices Z,, ..., Zm à N lignes et N colonnes sont 
réelles et si la matrice 


D ee #9 [cos(p, h,)ReZ,—sin(p,h,)ImZ,]>0 (6.10) 
1<v<m 


pour tout CE Te C=intTr*. 


D£EmonsTRATION. Necessire. Supposons que l'opérateur aux diffé- 
rences Ze défini par (6.9) est passif par rapport au cône pointé [. 
Etant données la réalité de Z (x) et la condition k, h,, v Æk, 
les matrices Z., ..., ZA sont réelles. Selon le Théorème 1 du $ 17.3, 


ReZ(t)j=hRe à eG&9Z,>0, &eT, (6.11) 
1&V< 


— 


i.e. on est dans la condition (6.10). 
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SUFFISANCE. Les matrices Z;,, ..., Z,, de (6.9) sont supposées 
satisfaisant aux hypothèses du théorème. Par suite de (6.11), Z (£) 
est réelle positive dans TC et Z (x) définit, par le Théorème 1 du 
$ 17.3, un opérateur passif par rapport au cône C* = F, ce qui achève 
la démonstration. 


REMARQUE. Il y a intérêt à énoncer la condition nécessaire de passivité de 


(6.9): le plus petit cône convexe contenant les points {0, h, ..., h,} doit 
être pointé. 


7. Exemples. Notons V* (a) = [(x, t): at >]|z]|] le cône d’ave- 
nir dans R° qui correspond à la vitesse de propagation a: V*— 
= V* (1) (cf. $ 4.4). 


4. ÉquaTioNs DE MAXWELL. La partie principale de l'opérateur 
différentiel correspondant s'écrit (*) 


0D 


0Zo 


— rot H, À + rot E, (7.1) 
To 


avec zo = Cl, c étant la célérité de la lumière dans le vide, x = 
FA (Zos x) et 

D=exXE, B=u-H, (7.2) 
où #8 et u, tenseur de perméabilité diélectrique et tenseur de perméa- 
bilité magnétique, sont des matrices à trois lignes et trois colonnes. 


Si e et u sont des constantes multiples de la matrice unité: 
e — elô (x), u = UT (x), le système (7.1)-(7.2) s'écrit 


PE rot H, ue + rot E. (7.3) 


Ôto 

Ce système est passif par rapport au cône V*(1/V eu) grâce à 

l'inégalité 
0E 0H 
[e(2,E ) —(E, rot H)+u (2, H)+ 

—Vr(1/VEeu) 

+(H, rot E) |dz>0, (7.4) 

valable pour tout E € Z,(RS)"$ et tout H € Z, (RS). Ici N = 6, 


n = 4. 
Pour démontrer (7.4) on utilise l'identité 


(H, rot E) — (E, rot H) — div (E x H) 


(*) La donnée de div Det div B n'est pas exigée dans notre cas; il s'agit en 
fait des conditions de compatibilité. 
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qui fait que le premier membre de (7.4) vaut 


= Venix : ' 
7 CIEP+UIH I) dmdxt+ | |  div(ExH)ar— 
0 


R®  —0 ox} <-x/ Ven 


rés — 
= 7 \ LiEP+pIHP+2Veu(E+H) n]| dx 


1 ; —. 
>+ [@IEF+U/HP-2VelE Hp) dx= 
R* 


=7 | (VelEI-VaiH ir 


x Ven 1x A 


On vérifie que lorsque e — u = 1, le cône F, = T, — V*. Si 
a € RS, l'application (6.7) s'écrit 
Lo=Qi+ ... +ai, z= —2a4s-+2asas, 
Lo = 24,08 — 243%,  Za = —24a4as + 20, 
si bien que x, >0 et 
rx —|xf= (a +ai+ai—ai— aa) +4 (aa; +a,a;—+asas) > 0. 
Dans le cas de tenseurs &e, u non triviaux, il est naturel de pos- 
tuler, selon le milieu, la passivité de certains des opérateurs 
€, ls, a" . (N = 3, n = 4) 


par rapport à un cône pointé. Les matrices impédance et admittance 
correspondantes vérifient tous les résultats de la théorie développée 
aux $$ 17.3-17.5, en particulier les relations de dispersion à 4 di- 
mensions (voir $ 17.4; cf. Siline et Roukhadzé (14; [1))). 


2. Équarion pe Dirac. L'opérateur correspondant s'écrit 
i >) MD, ,—m, (7.5) 


0<h<3 


avec y! les matrices de Dirac d'ordre 4; elles s’écrivent dans la base 
de Majorana (voir p.ex. Bogolioubov, Logounov et Todorov (3; [1], 
chap. 2): 


o æ … . il re , 0 © : O i7 
Ÿ | io, 0 /' n= (0 il" sf" 6h ef | 


0x étant les matrices de Pauli à 2 lignes et 2 colonnes, 


0 1 O —;ài 1 (0) 
a=() n-(° 54. of 7 
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On démontre que l'opérateur (7.5) multiplié par la matrice 
—iy" : 

D vvD, + im, (7.6) 
0<u<3 
est passif et complètement non dégénéré pour le cône V*. 

En effet, les matrices y°y# sont réelles et symétriques et im y° 
est réelle symétrique gauche. Le cône l, coïncide avec la frontière 
de V* du moment que l'application (6.7) s'écrit pour a € Ré“: 

to = (VOya, a)=ai+ ... Ha, ri =(vy'e, a) = 240 + 2ayas, 

z2=0i—aî+ai—ai, z13—= —2a;a, + 2as, 
si bien que x, > 0 et 
Zi —|xfP= (a+... +ai)—4 (aa + a:a3)° — 
—(a;—a;+ai—ai) —4 (aa; —asas} = 0. 
D'après le Théorème 2 du $ 17.6, l'opérateur (7.6) est passif et com- 


plètement non dégénéré pour le cône l, = V*, enveloppe convexe 
du cône F, (cf. Lemme du $ 17.6). 


3. _— D'UN FLUIDE EN ROTATION ET DE L'ACOUSTIQUE  (*): 
EE +pdiv v, p+— — + grad p+vXxw. (7.7) 


Ici N=n—=4. on que soient a >> 0, le système (7.7) est passif et 
complètement non dégénéré pour le cône V+ (1/V &). L'application (6.7) 
s'écrit pour a € Ri: 


t=aat+ai+ai+ ai, ti= 2402, 22= 2405, ïs = 2aiu, 
si bien que t>0 et 
#—a|z{?= (œa}+ a}+ a+ af)? — 4aa! (ai+ ai + at) = 
=(aai—a;—a;—a) > 0. 
Aussi Le=T,=V*(1/V a). 
4. ÉQUATIONS D'HYDRODYNAMIQUE MAGNETIQUE (**) : 


ôp : 0H 
— +tapdivv, ——rot(v x B), 
(7.8) 


p us + grad p—— (rot H) XB, 


(*) Voir Maslennikova (12; [1}); cnon et Galéev (11; [1]). 
(**) Voir Léonard [1]; Drojinov (10; [1]). 
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B étant un vecteur donné; ici V = 7, n — 4. Le système (7.8) est 
passif et complètement non dégénéré par rapport à un cône. 
5. ÉQUATIONS DE LA THÉORIE DE L'ÉLASTICITE(*) : 


dv; L i) d°Um 
TE — + Cmn 0j 0zn , = 1, 2, 3, (7.9) 
1<j, m, n<3 


4) ji 4) e . . e 
AVEC Chn=Cmn=Cim=C;i. Si l’on introduit le vecteur vitesse 


(ou = 2, = 1,2, 3) et le tenseur de contraintes 


ot 
{> — > ci, Se ’ 1<i, i<3}, 
1) 


i£n,m<3 


l'opérateur (7.9) devient passif et complètement non dégénéré par rap- 
port à un cône. Ici N =9, n = 4. 


6. ÉQUATION DE TRANSPORT : 
+ (Q, grad), (7.10) 


avec Q un vecteur constant de R°; ici V = 1, n = 4. L'opérateur 
(7.10) est passif et complètement non dégénéré par rapport à tout 
cône (pointé) contenant le vecteur (1, @) de R‘. La méthode des 
harmoniques sphériques appliquée à (7.10) donne à toute approxi- 
mation d'ordre #, un système passif complètement non dégénéré pour 
un cône (dépendant de N). Pour les opérateurs correspondants voir 


Godounov et Soultangazine (8; [1]). 


$ 18. Opérateur de diffusion abstrait 


Appliquons les résultats relatifs aux systèmes passifs linéaires à 
une matrice de diffusion de dimension finie. l désignera encore un 
cône solide pointé convexe fermé dans R?, — int T*. S'agissant 
du cas r = 4, voir Beltrami et Wohlers [1]; Lax et Phillips [1]; 
Güttinger [1]; Rañada [1]. 


1. Matrice de diffusion abstraite (définition et propriétés). 
Nous appellerons matrice de diffusion abstraite par rapport à un 
cône T une matrice réelle S (x) — (S;, (x)), Sxy € Z' (R”), d'ordre 
N qui remplit 

la condition de causalité par rapport au cône T': 


supp S(z) € FÎ; (1.1) 


(*) Voir Wilcox [1]. 
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la condition de borne 
| (Sep, Se par | (p, phdz, pE ZX. (1.2) 
L'opérateur correspondant S» est dit opérateur de diffusion (par 
rapport à F). 


La matrice de diffusion abstraite jouit des propriétés suivantes: 


a) L'opérateur S+x admet une extension: à (L qui conserve 
l'inégalité (1.2): 


D Suomi < D Il Ee£2 (1.2) 
N 1<R<N 


ISREN 1SE 


Le résultat découle de (1.2) et de la densité dans £? de Z (voir 
& 1.2 


b) ‘Condition de croissance : 
SE(Dy:)*". (1.3) 


Il résulte en effet de (1.2”): si ® € £*, il en est de même de S;, » +. 
Soit Ë», m(xz) solution élémentaire dans £f de l'opérateur A". 
(Ces m existent pour tout nr (en vertu du $ 14.4,g)) et 6,. m € 


€ CT (R'\X {0}).) Soit a E Z, a (x) = 1 au voisinage de 0. Alors 
AT (En, m)=0(z)+n(x), 

où nCZ et aëé,,mEL£?2 Donc 

Sr = Sr dé Ô=S,), «A7 (tËn, m)—S x; dé n=A" (Say à (aé x. m)) —S}, “1. 

Mais Say (En. m EL?, Sy nE £?2, c'est pourquoi S:,€#, pour 


un S<T0 (voir $ 10.1), ce qui prouve (1.3). 
c) On a l'inégalité 


Î Hp, p—(Sep, Sep)dr>0, PEL". (1.4) 


CT 


En effet, soit € (£2)*"; dans ce cas, 5—0_rp € (£2)*", 
supp do—Tet, partant, Ssp—Ss+14ÿ presque partout dans —F, 


car supp(Ssp—S+#)=suppSs+[(1—0-r)ple 
C supp S + supp (1—06-r) ET +RX(—P)=R(—T) 


par suite du $ 4.2, g) et de (1.1). Ce résultat et (1.2’) entrai- 
nent (1.4): 


Î lp, p—(Sep, Srp)ldr= | (p, var 
Tr ÿ 


— [ (Sep, Sp)dr> À Ith, W—(S+ 4, Svwy)1d: >0. 
=P 
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d) On a l'inégalité (1.4) sous forme renforcée : 


Î Up p—(Sep, Segldz>0, pe(£", ER. (1.5) 
-[+%x 
On déduit ce résultat de (1.4) par des raisonnements analogues à 


ceux du $ 17.2, a). 
L'inégalité (1.5) entraîne (comme au $ 17.2, b)) la condition de 


borne (1.2). 


REMARQUE. Il y a intérêt à vérifier si la condition (1.1) résulte de 
(1.4) (comme c'est le cas pour les opérateurs passifs; voir 8 17.2, c 


e) Propriété «être de type positif »: 
ja|25—((S*»S)a, a)> 0, aeC”. (1.6) 

A condition de poser = ao, a€eC" et PoEZ, dans (1.2), on 
trouve (1.6) (voir $ 8.1): 
0< | (laF1pE—(S»ap0 S»apo)ldr= 

= (6, [aFPporp— À (Seapo),»(S +apo}})= 
1<3<N 
= (6, |a[?po+ pi — ie (S (x) + apo);* (S(—zx) + ap5);) = 
= (6, [ePporpi— NO Sas Sie pau) = 
15, RISN 
=(|afFô—((S**S)a, a), po* pe). 

Nous avons utilisé l'existence de produits de convolution des 
distributions de Z > (propriété b)) et leurs propriétés (voir $ 10.1, 
$ 4.2 et $ 4.6). : 

f) La matrice S (x) possède une transformée de Laplace S (Ë) 
holomorphe dans F0, 3 EH(C), et satisfaisant à la condition de 
réalité : 

SH=S(—0, 6er. (1.7) 
La propriété découle de (1.1), (1.3) moyennant les résultats du $ 12.2. 

g) La valeur au bord S (p) — F IS] de la matrice S (Ë&) vérifie 
l'inégalité (pour presque tout p € R°) 

I — S+(p) S (p)>0. (1.8) 

On a, en particulier, pour presque tout p € R” 


SO 1S(p)PS1, j=1, ..., N. (1.9) 
1£<R£<N 
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Le résultat s'obtient à partir de (1.6) par suite du théorème de 
Bochner-Schwartz (voir $ 8.2): 


(S+(p)SGp)a, a) —1|S(phal<lalï, aec”. (18) 
h) La matrice-fonction S (&) vérifie l'inégalité 
I—S*(D85(920, ter. (1.10) 
En particulier, 


2, OPSEI, ET, j=1,..., N. (141) 


(1.8’) entraîne en effet pour tous les a et b de C": 
(S (p) a, b)< | a | | b | pour presque tout p € R”. (1.12) 


S (8) a, b) appartient à la classe F7 (C) (voir f)) et sa valeur au bord 
(S (p) a, b) s’évalue par (1.12). Selon le théorème de Phragmén- 
Lindelôf (voir $ 12.5), on a pour (S (€) a, b): 

ES (Da, b&lallb|, ÉET”, 
majoration qui implique (quand b = S (£) a): 


IS(DarP<ialïr, er, aec”, (1.40°) 
ce qui équivaut à (1.10). 
Toute matrice holomorphe dans T° AL jouissant des propriétés 
(1.7) et (1. 10) est dite réelle bornée dans M 
Ainsi, S (£) est par définition réelle bornée dans T°. 


2. Matrices de diffusion abstraites (description). 


THÉORÊME. Pour qu'une matrice S (x) définisse un opérateur de 
diffusion par rapport à un cône |’, il faut et il suffit que sa transformée 
de Laplace S (&) soit une matrice-fonction réelle bornée dans SA 
C = int l*. 


DEMONSTRATION. La nécessité avant été établie au $ 18.1, on dé- 
montre la suffisance. Soit S (£) une matrice-fonction réelle bornée 
dans 7°. Elle est alors la transformée de Laplace 


S (4) = LIS] = F[Se-2 *”] 


d’une matrice réelle S (x) d'éléments de #” qui vérifie la condition 
(1.1) pour le cône C* = l', et S (p) = F IS], avec S (p) une valeur 
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au bord dans #’ de S'(&) pour g 0, gE C (voir $ 12.2). Etant 


données la borne uniforme dans 7° des éléments de $ (&) et leur 
convergence faible pour g +0, gE€ C sur # dense dans £! (voir 


$ 1.2), on identifie les éléments de $ (p), valeur au bord, avec les 
fonctions de £®. 


Soit pE L*N, auquel cas Fil = pES*". Quel que soit 
g EC, la condition (1.10”) entraîne l'inégalité 


Sos, FOTE)ap< | G. Par. 


D'où, par l'égalité de Parseval (voir $ 6.6, c)) et le théorème sur la 
transformée de Fourier du produit de convolution (voir $ 6.5), 


| (Se-@]#p, [Se-G:x]ep)dz< | (p, phdz, gEC. (2.1) 
Appliquons la formule (2.9) du $ 9, il vient 
[Se-(@. x)] x @ —e-(4. x) (S “{pe(s.x)]), 
et l'inégalité (2.1) s'écrit 
Jean (S+[perr], Se[pem)dz< | (p, q)dz, qEC. (2.2) 
On passe à la limite pourg —æ0,qE€c, sous le premier signe som- 
me. En effet, le fait que tous les éléments de S (p) appartiennent à 


£= entraîne l'appartenance à 2%: de tous les éléments de S — 


= F-U[S (p)] (voir $ 10.1), et ces derniers admettent la représenta- 
tion (1.2) du $ 10. Il suffit donc de prendre le cas où la matrice S a 
tous ses éléments dans £* et on constate les propriétés suivantes: 


a) [Snyelpjer III Sale (lee IE Z?, [a 1<1 
(voir $ 4.1,%b)); 
b) Se [pett x)] — | S'(z')p(z—z')ett *-x) dr + 


+ | S'(x')p(z—z')dr =Ssp, g—+0; 


c) supp!S » {pet %] & supp S+suppp cT+Ur 
si supppo Ur (voir $ 4.2, g)): 
d) e-2ax<er, 2 ET +Un, |g|[<1, g€C. 


Ce sont justement les propriétés a)-d) qui permettent, par suite du 
théorème de Lebesgue, le passage à la limite pour g 0, q € C, sous 
le signe d'intégration indiqué. D’où la condition de borne (1.2) et 
l'affirmation du théorème. 
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REMARQUE 1. La démonstration du théorème est due à Beltrami et Wohlers 
[1] (x = 1) et à Vladimirov (6; [9]) (nr > 2). 


REMARQUE 2. On simplifie sensiblement la démonstration de la suffisance 
par recours au théorème connu de Fatou selon lequel 


5 (p + iq) + S (p), a—+ 0, gEC, pour presque tout pE R'. 
Nous nous en sommes passé. 


3. Relation entre les opérateurs passifs et les opérateurs de dif- 
fusion. Pour établir la relation entre la matrice de diffusion S$ (x) 
et les opérateurs passifs, on introduit une matrice T (x) définie par 
la formule 

S (x) = 16 (x) + 2iT (x) (3.1) 


et connue sous le nom d'amplitude de diffusion. 
Un opérateur de diffusion S+ par rapport au cône l'est dit non 
dégénéré si 


det [J — S(t)] 20, LETC. (3.2) 
Transformons (3.1) par Laplace: 
S(D=I1+2AT(), ETC. (3.3) 


D'après le théorème du numéro précédent, S (£) est réelle bornée 
dans 7°, i.e. elle est holomorphe dans ce domaine et remplit les con- 
ditions (1.7) et (1.10). Il résulte donc de (3.2) et (3.3) l'holomorphie 
dans TC de la matrice —iT (£), la réalité (1.7) de celle-ci, det T (&) 
0, CETC, et 


Re[—i7 (= —<+ 1707 (O2 T OT (0>0, LE T°. (8.4) 


Ainsi, —iT (&) est réelle positive dans T© et —iT (x) définit 
(Théorème 1 du $ 17.3) l'opérateur —iT* passif par rapport au cô- 
ne PF, qui est complètement non dégénéré en vertu de (3.4) (voir 
$ 17.5). Aux termes du Théorème 1 du $ 17.5, cet opérateur admet 
l'inverse (—iT)-le qui est passif et complètement non dégénéré 
pour F. 

Introduisons deux nouvelles grandeurs vectorielles: j (« cou- 
rant ») et v (« tension »), par les formules suivantes: 


j=u—Ssu, v=u+Ssu. (3.5) 
Etant donné (3.1), on a Ssu = u + 2iT = u, d'où 
j= —DTeu—=—iTe(v + )j); 
il y a donc entre j et v la relation 
v = Z®)j, (3.6) 


210 CERTAINES APPLICATIONS EN PHYSIQUE MATHÉMATIQUE [CH. I 


avec 
Ze—(—iT) te — Iô » — 
= 2(10—S) 1x— Jô» —(18—S) te (18+S)s. (3.7) 


On démontre que la matrice Z (x) définit un opérateur passif par rap- 
port au cône T.. 

En effet, vu la réalité de Z (x), on a pour tout & € 7€ en vertu de 
(3.7) et (3.4): 


Re Z (012 (0+2+ (= 217 TO —1 = 


O{-ro-TO-TO7TO})T 020. 


= T+ 


Ainsi, la matrice-fonction Z ( £) est réelle positive dans TC et Z (x) 
définit par conséquent un opérateur passif par rapport à F. 


REMARQUE, Si l'on impose, en plus de (3.2), la condition 


det[([+S (#0. &erT°, 
l'opérateur Z» est non dégénéré grâce à (3.3) et (3.7), 


Ze -(-2\" -dtU+S EN Lo, rer 
det 7 (9 = (+) eo a) 


Soit, inversement, Z+ un opérateur passif par rapport au cône 
T. L'opérateur Z» + /ô+ est alors passif et complètement non dégé- 
néré par rapport à l’, et il existe donc l'inverse 


Q = (Z +16)», (3.8) 


passif et complètement non dégénéré pour le même F (voir $ 17.5). 
On démontre l'inégalité 


ReG(D>0" (HO), LET”. (3.9) 
Grâce à (3.8) la matrice Q (x) a ses éléments réels et (voir $ 17.3) 
Z(@=0 (EI, ReZ(2>0, ter”, 
d'où l'inégalité (3.9): 
Re Q(&) = — 10 (&)+ Ô* (0)1 = Q* (6) O (©) + 
+20 0100-10 (0+0 (010 " ©—-106)= 
= Q* (6) 0 (6) +ReQ* (9) Z (0020 (60 (&). 
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Il nous reste à montrer que: 
Ss —I10®—2Q0e—(Z +16) te (Z—16)s (3.10) 


est un opérateur de diffusion par rapport au cône T. 
S (x) étant réelle et 


S(&)=1—20(4), 6eT”, 
on a en effet par suite de (3.9): 
S* (OS @=17—20" (O1 1-20 (1 = _ 
= 1—4 Re Q(E)+40* (6) 0 (EL. 


Ainsi, la matrice-fonction S (£) est réelle bornée dans 7C. Selon le 
Théorème du $ 18.2, S (x) définit un opérateur de diffusion pour le 
cône TF. 

Nous avons prouvé l'affirmation suivante. 


THÉOREME. Tout opérateur de diffusion abstrait non dégénér 
Se définit par la formule 
Ze = (16 — S)"' = (18 + Se 


un opérateur passif, et, inversement, tout opérateur passif Z» définit 
par la formule 


Se = (Z + 16)-! » (Z — 16} 


un opérateur de diffusion abstrait. 
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